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1. MATRITSALAR USTIDA AMALLAR 
Matritsalar ustida quyidagi chiziqli amallarni bajarish mumkin. 

1. Matritsani songa ko’paytirish uchun uning barcha elementlari shu songa 

ko’paytiriladi.  k≠0  son hamda  

    A=  matritsa berilgan bo’lsa,  Ak=   tenglik o’rinli 

bo`ladi. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

232221

131211

aaa
aaa

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

232221

131211

kakaka
kakaka

1. O’lchamlari bir hil bo’lgan A va B  matritsalarni qo’shish  uchun mos 

elementlari qo’shiladi: 

B=  bo’lsa, A+B=   matritsa hosil 

bo’ladi. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

232221

131211

bbb
bbb

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++
+++

232322222121

131312121111

bababa
bababa

2. Matritsalarni ko’paytirish. 

Agar A matritsaning ustunlari soni B matritsaning satrlar soniga teng bo’lsa A ni B 

ga ko’paytirish mumkin, nxm o’lchovli  A=(aik) matritsani mxp o’lchovli B= (bik) 

matritsaga quyidagi formula bo’yicha ko’paytiriladi.  

cik= ∑  
=

n

j
jkji ba

1

Amallarni bajaring: 

1.1. A=     B=      A+B matritsani toping. ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 201

142
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
211
120

A+B = + = =  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 201

142
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
211
120

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++−
+++

221011
112402

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
410
262

1.2. A=       B=     A⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
74
127

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
2615
4526 .B matritsani toping. 

A.B = . = =  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
74
127

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
2615
4526

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−
−+−+

26.745.415.726.4
26).12(45.715).12(26.7

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
21
32
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Mustaqil yechish uchun misollar: 

Berilgan matritsalar ustida talab qilingan amallani bajaring.  

1.3. A=     B=    2A-B=?        ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 42
51

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
14
23

1.4. A=     B=      3A-2B=? ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
512
311

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 141

230

1.5. -3
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

− 21
13
07

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
01
11
22

+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
13
54

181
             

1.6. C= (1  2  3),    F=         C*F=? 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

20
21
34

1.7. A= ,    B=     A*B=?     
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

100
010
112

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

01
10
11

1.8. A= ,     B  =    A*B=? 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

154
432
211

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

− 411
520
143

1.9. A = ,  A⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
41
23 2 =?       

1.10.     A= ,   E-birlik matritsa       2A
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

114
131
211

2+3A+5E =? 

1.11.      A= ,   B= ,     C=         A*B-C⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
501
243

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

50
31
02

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
40
31 2=? 

1.12. A= ,    B= ,    C=(2  0  5),  E- birlik matritsa   A*B*C-3E=? 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

354
201
321

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1
2
1

1.13.   A= ,   B=       A*B=?    
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

514
232
102

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

310
120
013
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1.14.        * =? 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

352
143
231

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

231
521
652

1.15.          * =?          
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−−
−−

2133
1235
3423
4312

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

2112
6543
5475
9687

1.16.         * =? 
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−−
−−

1658
2346
5467
4375

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

8642
7531
5432
4321

 

              Matritsalar ustida amallarni bajaring:  

1.17.      A= ,     B=              2A+5B=?        ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
14
53

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 21
32

1.18.     A=      B=      A+B=? 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

234
012
753

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
101
232

421

1.19.     A=       C=           A*C=?        ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
512
311

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

3
2
1

1.20.      A=       F=        A*F=? 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

010
212
131

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

01
32
11

1.21.        A=         B=          A⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
12
34

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 21

75 2-A*B+2BA=?     

1.22.      A=       B=         A*B=? ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
152
031

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

124
253
310

1.23.    A=       B=          A*B=?    B*A=?       
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

321
402
131

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

123
211
012
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1.24.    A=      A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

211
121
112

2+A+E=? 

1.25.    A=      B=     C=     A*B*C=? ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
57
34

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
12638
9328

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
12
37

1.26.      * + =?       
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−11
02
31

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
045
321

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−−

631
851
7910

1.27.      * =? 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

374
596
485

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

569
314
523

1.28.       * * =?                    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
57
34

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
12638
9328

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
12
37

1.29.     * =? 
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−
−

7467
4329
5346
3225

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−

160168
882416

11351
2222

1.30.     * =? 
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−

−−−
−

14151116
3415

4435
1111

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

89222
0345
43011
4327

1.31.   
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2.  IKKINCHI, UCHINCHI  TARTIBLI  ANIQLOVCHILARNI 

HISOBLASH 
a11, a12, a21, a22 haqiqiy sonlar  berilgan  bo’lsin  ikkinchi tartibli  determinant 

(yoki aniqlovchi) deb,       
2221

1211

aa
aa

      kabi belgilanuvchi va 
2221

1211

aa
aa

 = a11a22 – 

a12a21 tenglik  bilan aniqlanuvchi  songa aytiladi  

Berilgan a11, a12, a13, a21, a22, a23, a31, a32, a33  haqiqiy sonlardan tuzilgan   

a11a22a33 + a12a23 a31+ a13 a21 a32 - a11a23a32 - a12 a21 a33 - a13a22a31    yig’indiga teng va 

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

kabi  berilgan songa   uchinchi tartibli  determinant deb ataladi. 

Uchinchi tartibli determinantlarni  uchburchaklar usulida, Sarryus usulida hamda 

biror satr  yoki ustun  elementlari bo’yicha yoyib hisoblash mumkin. 

1. Uchburchaklar  usuli:  

(+)  
333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

               (-)   
333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

                        

a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23 - a11a23a32 - a12 a21 a33 - a13a22a31     

2. Sarryus  usuli: 

232221

131211

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa
aaa
aaa

=a11a22a33 +a21a32a13+a31a12a23- a11a23a32 - a12 a21 a33 - a13a22a31     

3. Birinchi ustun elementlari bo’yicha yoyib  hisoblash:                     

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

=a11
3332

2322

aa
aa -a21

3332

1312

aa
aa +a31

2322

1312

aa
aa  
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 2.1.  a)   
52
43 −

= 3.5–(-4).2 = 15+8 = 23  

      b)   
aa

a 1− = a . a  – (-1).a = a+a = 2a 

2.2. Uchinchi tartibli  determinantlarni  uchrurchaklar usuli, Sarryus usuli hamda 

biror ixtiyoriy satr yoki ustun  elementlari bo’yicha yoyib hisoblang: 

a) 
514

132
111

−−
− =1. (-3).(-5) + 1.1.4 + 2.(-1).1 – 1.(-3).4 – 1.2.(-5) – 1.(-1).1 =           = 15 

+ 4 – 2 + 12 + 10 + 1 = 40 

b) 

132
111
514

132
111

−

−−
−

 = 15 – 2 + 4 + 12 + 1 + 10 = 40 

c) 
514

132
111

−−
−  = 1

51
13
−−

−  - 1
54

12
−

 + 1
14
32

−
−  = 16 + 14 + 10 = 40 

Mustaqil yechish uchun misollar: 

Quyidagi ikkinchi tartibli determinantlarni  hisoblang: 

2.3.  
45

67
−

−              2.4.  
89
510

−
−      

2.5. 
baba
baba

+−
−+        2.6. 00

00

89cos1cos
89sin1sin

−
 

2.7. 
)/()()/()(

)/(2/)(
2222 yxxyyxxy

yxxxyx
−−−−

−+
         

2.8. a)  
bb
aa

22

22

cossin
cossin

   b)  

2.9. Tenglamani yeching: 

a) 
x

x
21
3 + 3

31
)4(,0 x  = 0                 b)  
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c)  

2.10. Tengsizliklarni  yeching:  

a) 
x

x
4

1
−

≤
x1
25  ,            b) <  

 

Quyidagi  uchinchi tartibli determinantlarni qulay usulda hisoblang: 

2.11. 
321
125
432

−         2.12.   
aa

a
aa

1
11

1

−
−      

2.13. 
637
421
235

−          2.14.   
112
418
321

     

2.15. 
614
521
213

−

−−
    2.16.   

732
273
121

−

−
      

2.17.  
311

123
412

−

−
        2.18. 

aaa
aaa

aaa

−−
−

−
         

2.19. 
15123
743
521

−  

 

Determinantlarni 3-ustun elementlari bo’yicha yoyib hisoblang: 

2.20.    
111
1cos1sin1
1sin1cos1

aa
aa

+−
++

         2.21.   
101
1sin2/cos2
1sin2/cos2

2

2

bb
aa

         

2.22.      
1cossin
1cossin
1cossin

yy
bb
aa

 

 

Qanday shart bajarilganda quyidagi tenglik o’rinli bo’ladi? 
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2.23.      
1coscos

cos1cos
coscos1

yb
ya
ba

=
0coscos

cos0cos
coscos0

yb
ya
ba

 

Determinantlarni hisoblang: 

2.24.   
xcxx

xxbx
xxxa

+
+

+
          2.25. 

bb
babaa
babaa

cossin0
sincoscoscossin
sinsincossincos

−
−  

Quyidagi ikkinchi, uchinchi tartibli determinantlarni hisoblang: 

2.26.     
63/23
25,2)3(,1      2.27.   00

00

3045sin
45cos60sin

tg
     

2.28.     
ctga

tga
4

1−         2.29.  
)1/()(2/)(
)1/()(2/)1(

+−−
−+−

aaaaaaa
aaaaa  

2.30.    
212
266
132

−
−
−

        2.31.   
823
446
4612 −

     

2.32.   
1
1
1

2

2

2

zz
yy
xx

        2.33.   
aaa
aanan
aamam

−
−+
−+

2     

2.34.     
1
1
1

22

22

22

zaaz
yaay
xaax

+
+
+

   2.35.   
1cossin
12cos2sin
13cos3sin

aa
aa
aa

      

2.36.     
bac
acb
cba

       2.37.    
cxx
xbx
xxa

        

2.38.       
6481
4971
2551

       2.39.
812516
954
111

 

2.40.       
506
617
302

          2.41. 
x

x

cos05,0
412

2/30sin
−

−
 = 1          

2.42.     
102
029
123

x

xx

x −
 > 0 
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3. DETERMINANT XOSSALARI. MINOR VA ALGEBRAIK 

TO’LDIRUVCHILARGA DOIR MISOLLAR 
Determinantning  asosiy xossalari  yordamida yuqori tartibli determinantlar 

quyi tartibli determinantga kelteriladi. 

Misol:   a)   det  = 
201
112
213

    bu determinantni biror  satr   yoki  ustunda  nollar hosil 

qilib hisoblaymiz.  Buning uchun 1-satrni (-1) ga ko’paytirib 2-satrga qo’shamiz: 

    
201
101

213
−−                               

  2 – ustun elementlari  bo’yicha yoyib yozamiz: 

  Det= 1.(-1)1+2 
21
11 −−  =-(-2+1)=1  

      b) 

4531
2332
4321
2753

−−
                Determinantni   hisoblang. 

      Determinantni   hisoblash  uchun  biror yo’l yoki  ustunda  nollar  hosil   qilamiz. 

Buning uchun 2-satr elementlarini  (-3) ga  ko’paytirib 1-satr  elementlariga, 2-satrni 

2 ga ko’paytirib 3-satr  elementlariga  qo’shamiz, 4-satr elementlaridan 2-satr  

elementlarini  ayiramiz. Natijada     berilgan determinant quyidagi ko’rinishga  

keladi: 

  Det = 

0210
10910
4321
10210 −−−

 

Determinantni 1-ustun elementlari  bo’yicha  yoyib  yozamiz: 

 Det = - 
021

1091
1021 −−−
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1- satr elementlariga 2- satr elementlarini  hadma–had qo’shib, 1 – satr  elementlari  

bo’yicha yoyib yozamiz: 

 Det = 
021

1091
070

 = 7 
01

101
⋅  = -70 

 Det = 

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

...
..........................

...

...

21

22221

11211

 

n- tartibli  determinantning aij  elementining   algebraik  to’ldiruvchisi   

         A ij  =(-1) i+j Mij formula  bo’yicha  hisoblanadi, bu   yerda Mij  aij  elementning 

minori. 

 Berilgan  
1061
032
543

−
−

          determinantning barcha algebraik to`ldiruvchilarini 

toping. 

 A11 = (-1)1+1 
106
03−

⋅   = -30;           A12 = (-1)1+2 .  
101
02   = -20; 

 A13 = (-1)1+3 
61
32 −

⋅   =  15;           A21 = (-1)2+1 .  
106
54−   = 70;                        

          A22 = (-1)2+2  
101
53

⋅   = 25;           A23 = (-1)2+3 .  
61
43 −   = -22; 

 A31 = (-1)3+1  
03
54

−
−

⋅   = 15;           A32 = (-1)3+2 .  
02
53   = 10; 

A33 = (-1)3+3  
32
43
−
−

⋅   = -1.  

Determinantning ixtiyoriy satr  yoki  ustun elementlarining  o’z  algebraik  

to’ldiruvchilariga ko’paytmalarining  yig’indisi uning kattaligiga  teng degan  

xossaga ko’ra, har qanday determinantni ixtiyoriy satr (ustun)  bo’yicha  yoyib yozish 

mumkin. 

Tartiblari bir hil bo`lgan 2 ta determinantni qo`shish amali hossasini faqatgina 

bittadan mos satrlari (yoki ustunlari) farq qilgandagina qo`llash mumkin: 
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333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

+
333231

232221

131211

bbb
aaa
aaa

=
333332323131

232221

131211

bababa
aaa
aaa

+++
 

Misol:   

. 

Bir hil n-tartibli A va B determinantlarni ko`paytirish quyidagi formula asosida 

amalga oshiriladi: 

 

Misol:  

 

Mustaqil yechish uchun misollar: 

3.1.     a)      
916
432
175 −

,  det, A32  ni toping. 

  b)     

1118
3163

5112
4037

−−

−

=∆ da  A41   ni  toping. 

 

Determinantlar xossalaridan foydalanib,  nollar  yig’ib hisoblang: 

3.2.             
412

100
327

−

−
                  3.3.   

10
00
11

−b
b
b

               

3.4.          
xx

x
xx

−
−−

−

1
10

1
              3.5.

637
421
235

−  
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3.6.          
yy
bb
aa

22

22

22

cos1sin
cos1sin
cos1sin

           3.7.   
yyy
b2cos        bb
aaa

22

2

22

cos2cossin
2cossin

cos2cossin
         

 3.8.          
bzazzz
byayyy
bxaxxx

+
+
+

          3.9.   
1
1
1

bac
acb
cba

+
+
+

 

Determinantlarni  qulay usulda hisoblang: 

3.10.        

1032
2103
3210
0321

   3.11.     

1012
7151
4013
3021

−
−

−

    

3.12.        

0101
1234
9999

4321
−−−−          3.13.     

1642
7300
9520
4321

−−−

  

3.14.          

12325
31603
43119
21215
11213

−
−

−
−

−−

 

3.15. A+B ni   hisoblang:  A=
123
432
251

−
−

          B=
123
412
251

−
−−       

3.16.      
450
613
121 −

 +  
450
213

321

−
−          3.17.   A= 

43
75   B=

92
41
−

   A.B=? 

3.18.       A= 
43
57       B=

71
92        A.B=? 

3.19.           
463
118

007

−
−−         3.20.    

213
121
114

−−

−
        

3.21.   -0,125
262626
153
013/213/1

−
−

          3.22.     

1215
1402
1103

1321
−

−
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3.23.       
1694
432
111

            3.24.    

3214
2143
1432
4321

            

3.25.        

04301
16783
23415
01423
15360

−

−
            3.26.    

432
432

432

++
++

dc
ba  

3.27.
667

124
531

−

−−
 + 

667
124
531

−
−

−
            3.28.    

65
87   * 

67
89   

3.29.    

1234
2143

3412
4321

−
−−−

−
−

    3.30.    

641641
27931
8421
1111

−−−−
−−−−
−−−−
−−−−

  

3.31.         

1012000
2101200
0210120
0021012
000210

              3.32.     

b
b

a
a

−
+

−
+

1111
1111
1111
1111

 

3.33.         

 

3.34.   
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4. MATRITSA  RANGINI  HISOBLASH. 

TESKARI  MATRITSANI TOPISH 

1.   A=    (1) 
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

...
......

...

...

21

22221

11211

A  matritsaning rangi deb noldan farqli minorlarning eng yuqori tartibiga 

aytiladi va rang(A) kabi ifodalanadi. 

Matritsa rangi ikki usulda topiladi: 

1.  Matritsa rangi ta’rifga asoslangan  “minorlar ajratish” usuli; 

2. Matritsa ustun va satrlarida nollar yig’ib hisoblashga asoslangan “Gauss  

algoritmi”. 

Misol   1. Matritsa rangini hisoblang: 

A=      A matritsa  3x5 tartibli, demak uning rangi 3 dan yuqori 

bo’lmaydi. Uchinchi tartibli minorlarni hisoblaymiz: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−

28112
71524
42312

M 1=
112
524
312

−
−
−

=-4-10-12+12+4+10=0       M2=
812
124
212

−
−

−−
=-32-2+8-8+32+2=0 

M3=
212
724
412

−
−
−

=-8-14-16+16+8-14=0       M4=
811
152
231

−
−

−−
=-40-3+4-10+48+1=0 

M5=
281
715
423 −

=6-14+160-4+20-168=0 

Barcha uchinchi tartibli minorlar nolga teng. Ikkinchi tartibli   minorlarni 

hisoblaymiz: 

M1
1= 52

31
−
− =-5+6=1        M1

1  0   r(A)=2 ≠
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Bu usulda noldan farqli minor topilgunga qadar hisoblashlar davom etadi. Shuning 

uchun tartibi kattaroq matritsa rangini hisoblash bir muncha qiyinchiliklarga olib 

keladi. 

Misol   2.  Matritsa rangini elementar almashtirishlar yordamida nollar yig’ib 

hisoblaymiz: 

                                       

A=    ∼      ∼    
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

48203225
134549475
132539475
43173125

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

5310
5310
3210
43173125

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0000
2100
3210
43173125

bu matritsaning rangi  matritsa rangiga teng.  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

210
321
431731

210
321
431731

=40 0     r =3.  ≠
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

210
321
431731

Demak, berilgan matritsaning rangi ham  3 ga teng.  r(A)=3 

(1) ko`rinishdagi A matritsa uchun teskari matritsa  2 usulda topiladi: 

1. Klassik usuli; 

2. Jordan usuli. 

Misol  3.  A=  matritsa uchun teskari A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−− 121
415
232

-1 matritsani  klassik usulda toping. 

Klassik usulda teskari matritsa    A-1=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

332313

322212

312111

AAA
AAA
AAA

    (2) 

formula bo’yicha hisoblanadi. Bu  yerda |A|  berilgan matritsa determinanti.      

Aij(i=1, 2, 3;  j=1, 2, 3) transponirlangan  matritsaning algebraik to’ldiruvchilari. 

|A|=
121

415
232

−−
=-2+12-20-2+15+16=43-24=19≠0. Demak, A matritsa maxsusmas 

matritsa. A-1 teskari matritsa mavjud.   Algebraik to’ldiruvchilarini hisoblaymiz: 
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A11= 12
41
−−

=-1+8=7             A21=-
12

23
−

=-(-3+4)=-1   
−

         

A31= 41
23 =12-2=10   A12=-

11
45
−

=-(-5-4)=9            

A22= 11
22
−

=-2-2=-4                   A32=-
45
22 =-(8-10)=2 

A13= 21
15
−

=-10-1=-11           A23=-
21

32
−

=-(-4-3)=7              

A33= 15
32 =2-15=-13 

Aij  larni (2)  formulaga qo’yamiz: 

A-1=1/19  teskari matritsaning to’g’ri topilganini  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

13711
249

1017

AA-1=E        (3)  

formula bo’yicha tekshiramiz: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−− 121
415
232

*1/19 =1/19* ==1/19

* = =E 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

13711
249

1017

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−−+−+−
−++−−−+
−++−−−+

1341078111187
52250284544935
2662014122222714

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1900
0190
0019

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

100
010
001

Demak,  to`g`ri topilgan. 

Misol   4.   A=     
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−−

234
311

121

|A|=16≠0 teskari matritsa mavjud. Teskari matritsani Jordan usulida topamiz. 

Berilgan matritsani birlik matritsa hisobida kengaytirib, elementar almashtirishlar 

bajaramiz, bu usulni to chap tomonda A matritsa o’rnida birlik matritsa hosil 

bo’lguncha davom ettiramiz, o’ng tomonda hosil bo’lgan matritsa berilgan matritsaga 

nisbatan   teskari matritsa bo’ladi. 

 - Jordan  usuli algaritmi.                                           
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−−

100:
:
:

234
010311
101121

 ∼   ∼     

∼  ∼  ∼ 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−

104650
011210
001121

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

1511600
011210
001121

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−

16/116/516/1100
011210
001121

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−

−−

16/116/516/1100
16/216/616/14010

021501

 

∼       A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−

−−

16/116/516/1100
16/216/616/14010

16/516/716/11001
-1=1/16  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−

−−

151
2614

5711

teskari matritsa to’g’ri topilganini (3) formulaga qo’yib tekshiramiz: 

AA-1=1/16 * =  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−−

234
311

121

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−
−−−

151
2614
5711

=1/16 = 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−++−++−
++−+−+−
−−−+−−+−

262010182824244
325156731411

145512712811

=1/16 =    demak, teskari matritsa to’gri topilgan. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1600
0160
0016

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

100
010
001

 
Mustaqil yechish uchun misollar: 

Berilgan kvadrat matritsaning determinantlari, normalari va ranglari topilsin: 

4.1.      a) A=           b) A=            ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 02

21

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

340
095
801

c) A=           d) A=  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

232
111
212

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1000
0113
0751
0432

Quyidagi matritsalar rangini minorlar ajratish usuli bilan  hisoblang: 
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4.2.       A=         4.3.     A=             
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−−
−

54474
13110
24121
01342

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−

1134
7492
3212

4.4.  A=      4.5.   A=        
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

531
321
753

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−−
−

032
1050
713
541
420

4.6.   A=            4.7.   A=  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−

28112
71524
42312

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−−
−−−

0112
7431
6514

3121

Quyidagi matritsalar rangini elementar almashtirish usuli  bilan hisoblang: 

4.8.           4.9.     
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

48121
86243
43121

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

4181610142
6272415213
298571

4.10.          4.11.   
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

12963
8642
4321

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

00402
02010
00201

4.12.        4.13.        

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−
−
−

64168
52134

72834
24768
32534

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−
−

72141713647
118219985973
80147734049
3872361924

4.14.    4.15.   

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−−−

−
−

6855291342
5543191231
111832725

5013613724
3911452817

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

521284142816
6294239826

155201356747

   Berilgan kvadrat matritsalar  uchun  teskari matritsani   ikki usulda  toping:     

4.16.               4.17.        ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
24
11

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
62
31
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4.18.        4.19.        ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ctga

tga
2

1

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

213
201
112

4.20.           4.21.        
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−

242927
344138
111

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−− 325
436
752

4.22.     
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

153
132
543

Quyidagi matritsali tenglamalarni eching: 

4.23.   X=              4.24.  X=  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
43
21

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
95
53

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

012
423
321

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

8710
7210
031

 

Berilgan matritsalarning determinanti, normali va rangi topilsin: 

4.25.  a) A=        b) A=                                                          ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 24

52

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−
312
124

501

c) A=         d) A=  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

232
111
212

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0311
1121
1311
0121

Matritsalarning ranglari topilsin: 

4.26.             4.27.         
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

12963
8642
4321

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

6213
6132
6321

4.28.        4.29.       
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0300
4001
0020

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

435128
13374

21120
31254

4.30.         4.31.    
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−

1977
7115
4312
1531

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−−

−
−

14157
70531

43235
52313
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Matritsaning teskarisini toping: 

4.32.              4.33.       
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

432
113
751

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

341
235
712

4.34.               4.35.     
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

421
013
201

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

435
131
223

Quyidagi matritsali tenglamani eching: 

4.36.   X=  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

64
31

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
64
32

 22



5. CHIZIQLI  TENGLAMALAR  SISTEMASINING YECHIMI 
HAQIDA  KRONEKER - KAPELLI TEOREMASI 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

nmnmnn

mm

mm

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

...
...............................................

...
...

2211

22222121

11212111

    (1) 

Kroneker-Kapelli  teoremasi  (1)  chiziqli  tenglamalar  sistemasining  

birgalikda  yoki  birgalikda  emasligini  aniqlaydi. 

 (1) chiziqli  tenglamalar  sistemasining  asosiy  va  ozod  hadlar  hisobiga  

kengaytirilgan  matritsasini  tuzamiz: 

 A=       (2) 
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

nmnn

m

m

aaa

aaa
aaa

...
......................

...
...

21

22221

11211

 B=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

nnmnn

m

m

baaa

baaa

baaa

...
...........................

...

...

21

222221

111211

     (3) 

Teorema. Agar  A  matritsa  rangi  B  matritsa  rangiga  teng  bo’lib, 

noma’lumlar  soniga  ham  teng  bo’lsa, ya’ni  r(A)=r(B)=m  bo’lsa, (1) tenglamalar  

sistemasi  aniq  bo’ladi, sistema birgalikda  bo’lib yagona  yechimga  ega  bo’ladi. 

 Agar  r(A)=r(B)<m  bo’lsa, (1)  sistema  birgalikda  bo’lib,  cheksiz  ko’p  

yechimga  ega  bo’ladi.  

 Agar  r(A)<r(B)  bo’lsa,  sistema  birgalikda  bo’lmaydi,  sistema  yechimga  

ega  bo’lmaydi. 

 Misollar  ko’ramiz: 5.1. Quyidagi  sistemalarni  birgalikda  yoki  birgalikda  

emasligini  tekshiramiz: 

a)            
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++++
=+−+−
=++++

4222512112
25432
19753

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

Buning  uchun  asosiy  va  kengaytirilgan  matritsa  rangini  topamiz: 
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A=  ~  ~  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−

222512112
54321
97531

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

222512112
27211593
97531

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

222512112
97531
97531

 2- satr  elementlaridan  1- satr  elementlarini  ayiramiz: 

 A ~    r(A)=2 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

222512112
00000
97531

 B=
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

4222512112

254321

197531

 

 bu  matritsa  rangini  topish uchun  yana  yuqoridagi  ishni  takrorlaymiz, natijada  B 

matritsa  quyidagi  ko’rinishni  oladi.  

   B ~ 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

4222512112

100000

197531

,       B1 =  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

42225
100
197

matritsa  rangini  topamiz: 

M = 71154225
42225
100
197

1 =−==B ;           r(B1) = 3 

Demak,   r(B)=3  bo’lib,     r(A)≠r(B)  va sistema  birgalikda  emas. 

b)   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+++
=−+−
=+++

1835
022
1345

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

Sistema  birgalikda  yoki  birgalikda  emasligini  tekshiring. 

Ozod  hadlar  hisobiga  kengaytirilgan  matritsa  tuzamiz: 

 B = 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

11835

01212

13451

 

3- satr  elementlaridan  1- satr  elementlarini  ayiramiz: 

         B = 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−−

02424

01212

13451

 ~  
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−−

01212

01212

13451

 ~   
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

00000

01212

13451
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r(A)=r(B)=2  ekanini  ko’rish  mumkin.  Demak,  sistema  birgalikda. 

                                   Mustaqil yechish uchun misollar: 

Berilgan  chiziqli  tenglamalar  sistemalarining  birgalikda  yoki  birgalikda  

emasligini  tekshiring. 

5.2.    5.3.  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

23
12
1

321

321

321

xxx
xxx
xxx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

1422
12
1

321

321

321

xxx
xxx
xxx

5.4.   5.5.  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=−+
=++

1643
1432

9232

zyx
zyx
zyx

⎩
⎨
⎧

=−+
=−+

734
12

321

321

xxx
xxx

5.6.    5.7.  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=−
=−

174
153
32

21

21

21

xx
xx
xx

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−++
−=−−−−

=+−+
=−++

74113
47122
2324

3253

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

5.8.   5.9.  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−=−
=+
=+
−=−

=+

5163
865

12107
14
423

21

21

21

21

21

xx
xx
xx

xx
xx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

512153
38102
145

321

321

321

xxx
xxx
xxx

5.10. 

  

5.11.     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
−=+−

143
369
123

321

321

321

xxx
xxx
xxx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=+−
=−+

052
443

1842

321

321

321

xxx
xxx
xxx

5.12. 

  

5.13.     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=+−
=++

052
453
532

321

321

321

xxx
xxx
xxx

⎩
⎨
⎧

=−+
=−+

2342
12

321

321

xxx
xxx

5.14. 
  

5.15   
⎩
⎨
⎧

=−+
=−+

5342
12

321

321

xxx
xxx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++++
=+−+−

=+++−

4222512112
25432

19753

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx

5.16.   5.17.     

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=+
=−+
=++
=++
=++

3
532
6

1023
1432

21

321

321

321

321

xx
xxx
xxx
xxx
xxx

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−=−
=+
=+
−=−

=+

5163
865

12107
14
423

21

21

21

21

21

xx
xx
xx

xx
xx

 25



5.18.  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−+
=++−
=++−

36475
5347
24253

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
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6. CHIZIQLI  TENGLAMALAR  SISTEMASINI  KRAMER 

HAMDA  TESKARI  MATRITSA  USULI  BILAN  YECHISH 
1. Chiziqli  tenglamalar  sistemasini  yechishning  Kramer  formulasi  

determinantlardan  foydalanib  sistema  yechimini  topishdir. 

 Sistema  yechimi  Kramer  formulalari  deb  atalgan  quyidagi  formulalar  

bo’yicha  topiladi: 

 .,...,,, 3
3

2
2

1
1 ∆

∆
=

∆
∆

=
∆
∆

=
∆
∆

= n
nxxxx  

Bu  yerda  ∆  noma’lumlar  oldidagi  koeffitsiyentlardan  tuzilgan  kvadrat  matritsa  

determinanti,  ∆1, ∆2, ∆3, …, ∆n lar  asosiy  matritsada  mos  ravishda  1, 2, 3, …, n-

ustun  elementlarini  ozod  hadlar  bilan  almashtirishdan  hosil  bo’lgan  

determinantlar.  Shuni  ta’kidlash  kerakki,  sistemada  noma’lumlar  va  tenglamalar  

soni  teng  bo’lgan  hollarda  Kramer  formulasini  qo’llash  maqsadga  muvofiq. 

 Agar  ∆≠0  bo’lsa,  sistema  yagona  yechimga  ega  bo’ladi. 

Agar  ∆=0 bo’lib, ∆1, ∆2, ∆3 lardan  kamida  bittasi  noldan  farqli  bo’lsa  

sistema  yechimga  ega  emas. 

 Agar  ∆=0 bo’lib, ∆1=∆2=∆3=…= ∆n=0 bo’lsa,  sistema  aniqmas,  cheksiz  

ko’p  yechimga  ega  bo’ladi. Formulani 3 noma’lumli 3 ta chiziqli tenglamalar 

sistemasi misolida keltiramiz: 

      (1) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

3333232131

3323222121

1313212111

bxaxaxa
bxaxaxa
bxaxaxa

sistema  uchun 

 
333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

=∆ ,     
33323

23222

13121

1

aab
aab
aab

=∆ , 

 
33331

23221

13111

2

aba
aba
aba

=∆ ,     
33231

22221

11211

3

baa
baa
baa

=∆  

Buni  misollarda  ko’ramiz:  6.1-misol. 
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 a)  sistemani  Kramer  formulasi  bilan  yeching. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=++
=++

4234
1023

82

321

321

321

xxx
xxx
xxx

234
123
121

−
=∆  = -4+8+9-8-3+12=14    

∆≠0  bo’lgani uchun sistema  aniq  yagona  yechim  Kramer formulalari  

yordamida  topiladi. 

             

  
234

1210
128

1

−
=∆  = -32+8+30-8+40-24=14 

 
244

1103
181

2

−
=∆   = -20+32+12-40-4+48=28 

434
1023
821

3 =∆   = 8+80+72-64-24-30=42 

 ( )3;2;1.3
14
42,2

14
28,1

14
14

321 ====== xxx  

       b)  sistemani  Kramer  formulasi yordamida  yeching. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=−+
−=++

089
883
2324

321

321

321

xxx
xxx
xxx

           
819
182

324
−=∆  =256+6-18-216-32+4=266-266=0  

          ∆=0  Kramer  teoremasiga  ko’ra,  sistema  yoki  aniqmas,  yoki  

birgalikdamas.  ∆1 ni  hisoblaymiz: 

           
810
188

322

1 −
−

=∆   = -128+24-128-2= -234≠0 

           ∆=0, ∆1≠0  bo’lgani  uchun  Kramer  teoremasiga  ko’ra  sistema  

aniqlanmagan. 
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           c)     Kramer  formulasiga  ko’ra yeching. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
−=−+

=−+−

123
5354
72

321

321

321

xxx
xxx
xxx

231
354
112

−
−
−−

=∆   = 20-3-12+5+8-18=33-33=0 

     ∆=0,  demak  sistema  yoki  aniqmas,  yoki  birgalikdamas. ∆1, ∆2, ∆3 larni  

hisoblaymiz: 

           
231
355
117

1

−
−−
−

=∆  = -70+15-3+5-10+63=83-83=0 

211
354
172

2

−
−−
−−

=∆   = -20-21-4-5+56-6=56-56=0 

131
554

712

3 −
−

=∆   = -10-5+84-35-4-30=84-84=0 

∆=0, ∆1=∆2=∆3=0  bo’lgani  uchun  sistema  aniqmas, cheksiz  ko’p  yechimga  

ega. 

 Sistemani  Gauss  algoritmi  bilan  yechamiz: 

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−−−

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
−−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
−
−−

0
9
7

000
570
112

~

2
9
9
7

2
5

2
70

570
112

~
1
5

7

231
354
112

 

berilgan  tenglama  sistemaga  teng  kuchli. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈
−=+
+=+−

Rx
xxx
xxx

3

321

321

5354
72

Bu  tenglamani  Kramer  formulasi  bilan  yechish  mumkin. 

        
54
12−

=∆   = -10-4= -14 

553
17

3

3
1 −

+
=∆

x
x   =5(x3+7)-3x3+5=5x3+35-3x3+5=2x3+40=2(x3+20) 
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534
72

3

3
2 −

+−
=∆

x
x   = -2(3x3-5)-4(x3+7) = -6x 3+10-4x3-28 =  

                                                      = -10x3-18 = -2(5x3+9) 

 
7

95
14

)95(2
,

7
20

14
)20(2 33

2
33

1
+

=
−

+−
=

+
−=

−
+

=
xx

x
xx

x  

Sistema  yechimi   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++
− 3

33 ;
7

95
;

7
20

x
xx     bo’ladi. 

2. Chiziqli  tenglamalar  sistemasini  teskari  matritsa  usulida yechish.  

Berilgan  (1) sistemani   

AX=B     (2)  

 matritsa  ko’rinishida  yozib  olamiz. 

          
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3

2

1

3

2

1

333231

232221

131211

,,
b
b
b

B
x
x
x

X
aaa
aaa
aaa

A

(2) tenglamani  har  ikki  tomonini  chapdan  A-1 teskari  matritsaga  ko’paytiramiz. 

   bo’lgani  uchun EAABAAXA =⋅⋅=⋅ −−− 111 ,

BAX ⋅= −1       (3)    

 tenglik hosil bo’ladi. 

(3) formula bilan topilgan X ustun matritsa sistemaning yechimi bo’ladi. 

1-misolni a)-sini shu usul bilan yechamiz: 

          
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=++
=++

4234
1023

82

321

321

321

xxx
xxx
xxx

   matritsa  uchun teskari  matritsa mavjud, chunki  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

234
123
121

A

14==∆ A ≠0.  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=−

451
2610
077

14
11A  

 ;
3
2
1

16508
86080

7056

14
1

4
10
8

451
2610
077

14
11

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+
+−

+−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=⋅= − BAX  
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Javob: ( ) . 3;2;1

 

Mustaqil yechish uchun misollar: 

Quyidagi  tenglamalar  sistemasini  Kramer  va  teskari  matritsa  usulida  

yeching. 

 6.2.          6.3.   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=+−
−=−+

1423
22
13

zyx
zyx
zyx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=+−
−=−+

332
75
143

321

321

321

xxx
xxx
xxx

6.4.    6.5.  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
−=+−

=−+

52
132
23

321

321

321

xxx
xxx
xxx

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+−+
=+−+
=+−+
=+−+

62233
124358

6234
422

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

6.6.   6.7.  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++
=+++
=+++
=+++

372983
4079102
1123
20452

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+−+−
=−+−−
=+−+−
=++−−

0862
05942
03215247
01362

tzyx
tzyx
tzyx
tzyx

6.8.    6.9.  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−+
=−+−
=+−+
−=+++

422
82223
3263
1842

zyx
tzyx
tzyx
tzyx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=−+
=++

354
0
523

zyx
zyx
zyx

6.10.   6.11.  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
−=+−

=−+

107
523
52

321

321

321

xxx
xxx
xxx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−+
−=−+

=+−

434
545
232

zyx
zyx
zyx

 6.12.    6.13.  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=+−
=+−

253
342
1342

zyx
zyx
zyx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
−=++

=+−

12
2223
22

zyx
zyx
zyx

 6.14.    6.15.   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=−−
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 6.18.   6.19.  
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 6.20.    6.21.  
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7. CHIZIQLI  TENGLAMALAR  SISTEMASINI  GAUSS  VA  
GAUSS-JORDAN  USULLARI  BILAN  YECHISH 

 
1. Gaussning  klassik  usuli - bu  berilgan  sistemaning  umumiy  

yechimini  topishdan  iborat  bo’lib,  bunda  sistemaning  tenglamalari  ustida  

elementar  almashtirishlar  bajarib  berilgan  sistema  trapetsiyali  yoki  uchburchakli  

ko’rinishga  keltiriladi.  So’ng  oxirgi  tenglamadan  boshlab  noma’lumlar  ketma-

ket  topiladi. 

7.1-misol.  a) 
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x3=3, x2=2, x1=4   Javob: ( ) . 3;2;4

2. Gauss-Jordan  usuli  noma’lumlarni  ketma-ket  yo’qotish Gauss  usuli  va  

teskari  matritsa  qurish  Jordan  algoritmiga  asoslangan. Gauss-Jordan  usuliga  

sxema  ko’rinishida  quyidagicha  yoziladi:  ( ) ( )XEBA ~ . 

( BA )-asosiy  matritsani  ozod  hadlar  hisobiga  kengaytirilgan  matritsa.  

E - birlik  matritsa.  X - tenglama  yechimini  ifodalovchi  ustun  matritsa. 

 b)  
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Sistemani  Gauss-Jordan  usuli  bilan  yeching. 
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Javob:  ( 0; 2; 1/3; -3/2). 

 c)  Berilgan  sistema  birgalikda,  chunki 
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Sistema  cheksiz  ko’p  yechimga  ega,  umumiy  yechimni  Gauss-Jordan  usuli  

yordamida  topamiz: 
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Javob: Rxxxx ∈⎟
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2
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2
1 . 

 

Mustaqil yechish uchun misollar: 

Quyidagi  tenglamalar  sistemasini  Gauss,  Gauss-Jordan  usuli  bilan  yeching: 

 7.2.   7.3.   
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 7.4.  7.5.  
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 7.6.   7.7.  
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 7.10.   7.11.  
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7.12.  3x
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++−
−=−+

=−−

273
324
152

321

321

321

xxx
xxx
xxx

7.13. 21

321

xxx
xx

xxx
   

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+−
=−+
=−+−

34
123
42

321
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7.20.   
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8.   n – O’LCHOVLI   ARIFMETIK   FAZO. 

VEKTORLAR   SISTEMASI.  VEKTORNI  VEKTORLAR  

SISTEMASI   BO’YICHA  YOYISH 
1. n – o’lchovli arifmetik fazo deb, mumkin bo’lgan  n ta  x1, x2, …..xn  

haqiqiy sonlarning tartiblangan tizimlari to’plamiga aytiladi va Rn  kabi belgilanadi. 

x=( x1, x2, …..xn) – Rn fazoning arifmetik vektori yoki nuqtasi deyiladi, x1, x2, 

…..xn  haqiqiy sonlar  x vektorning  koordinatalari yoki  komponentlari  deyiladi. 

Komponentlar soni arifmetik  vektor yoki  nuqta o’lchovi hisoblanadi. 

Oxyz koordinatalar sistemasida har qanday x vektorni    kajaiaa zyx ++=    

ko’rinishda yozish mumkin. Vektorning  bu ko’rinishda  yozilishi uning koordinata 

o’qlari bo’yicha yoyib yozishdir. ax, ay, az       vektorning  koordinata  o’qlaridagi 

proyeksiyalari. i, j,  k  - birlik vektorlar. 

           a  vetor moduli yoki uzunligi   a = 222
zyx aaa ++  formula bo’yicha 

hisoblanadi. 

         a  voktor  yo`nalishi vektorning koordinata o’qlari Ox, Oy, Oz bilan hosil 

qilgan burchaklar bilan aniqlanadi, bu burchaklar kosinuslari: 

          cosα=
a
ax ,     cosβ =

a

ay ,          cosγ=
a
az        formula bilan hisoblanadi, bunda  

  

cos2α+ cos2β+ cos2γ=1 

tenglik o’rinli bo’ladi. 

        Uchlari A(x1; y1;z1),   B(x2; y2; z2)  nuqtalar  bilan berilgan AB  vektor 

koordinatasi     

         AB =(x2-x1; y2-y1; z2-z1)  

ga  teng  bo’ladi. 

                   Cosα=
AB

xx 12 − ;      cosβ=
AB

yy 12 −  ;   cosγ=
AB

zz 12 −  
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      1-misol. ABC uchburchakda, AN to’g’ri chiziq BAC  burchak bissektrissasi  

hisoblanadi, N nuqta BC tomonda yotadi. Agar AB  =b , AC  = c  bo’lsa,  AN   vektor 

uzunligini   toping.  

   ABC dan  ∆ BC =c -b   uchburchakdan ichki  burchak bissektrissasining 

xossasiga ko’ra BN:NC=b:c  yoki   BN : BC =b:(b+c);     
bc

BN
−

=
cb

b
+

,  bundan  

BN=
cb
bcb

+
− )(  

  BNABAN +=  bo’lgani  uchun   
cb
bccbbc

cb
bbAN

+
+

=−
+

+= )(     hosil bo’ladi. 

   2- misol. A(1; 3; 2),  B(5; 8;-1)  nuqtalar berilgan bo’lsa  ABa =   vektorni 

toping. 

        AB  vektorning proyeksiyalari  

             ax=x2-x1=5-1=4;        ay=y2-y1=8-3=5;       az=z2-z1=-1-2=-3     

formulalar bo’yicha hisoblanadi.  Demak, kjiAB 354 −+=  ko’rinishda  yoziladi. 

     n –o’lchovli arifmetik vektorlar ustida quyidagi  chiziqli  amallarni bajarish 

mumkin. 

      x =( x1, x2, …..xn),       );.....;( 21 nyyyy =      n- o’lchovli vektorlar va  λ>0 

haqiqiy son belirgan bo’lsin. 

1) Vektorlarni    qo’shish uchun mos koordinatalari  qo’shiladi: 

 )....;;;( 2211 nn yxyxyxyx +++=+  

     2) x  vektorni  λ songa ko’paytirish uchun berilgan vektorning har bir 

koordinatasini λ  soniga ko’paytiriladi: 

λ x = ( λx1; λx2;….; λxn) 

      3) x ; y   vektorlarning skalyar ko’paytirish uchun mos koordinatalari 

ko’paytirilib, yig’indisi olinadi: 

(x.y)=x1y1+x2y2+…+xnyn) 

       4) Vektorlar uzunliklari  22
2

2
1 ..... nxxxx +++=   formula bo’yicha topiladi. 

       5) x ; y  vekorlar orasidagi burchak 
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cosφ=
22

2
2
1

22
2

2
1

2211

..........

......);(

nn

nn

yyyxxx

yxyxyx
yx
yx

++++++

+++
=  

formula bilan topiladi; (φє[0;π] ) 

     Misollar: 

           x =(3; -4; 2;5),   y =(-1; 3 ; -7; 2)  vektorlar berilgan: 

     a) 3 x +2 y   vektorni;    

 b)     x * y   skalyar  ko’paytmasini;     

 c) x  , y  vetorlar  orasidagi burchakni toping. 

     Yechish:  

 a)  3 x +2 y =(9; -12; 6; 15)+(-2; 6; -14; 4)=(7; -6; -8; 19); 

      b) x * y =-3-12-14+10=-19; 

      c) cosφ= ;);(
yx
yx   54254169 =+++=x ; 6344991 =+++=y ; 

 cosφ=
6354

19− ;     φ=-arccos
6354

19− =-arccos
429
19− . 

2. Vektorlar sistemasi. Vektorni vektorlar sistemasi bo’yicha  yoyish. 

n-o’lchovli m ta vektordan iborat vektorlar n-o’lchovli vektorlar sistemasini 

tashkil etadi.  

        

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

);.....;(

............................
);....;(

);......;(

21

222212

12111

mnmmm

n

n

aaaa

aaaa

aaaa

 

  naaa ...,,, 21 vektorlar sistemasi va  λ1,  λ2, ….. λm haqiqiy sonlar  berilgan 

bo’lsin. 

    λ1 1a +  λ2 2a + …..+ λm ma     vektorga  naaa ...,,, 21   vektorning  λ1,  λ2, ….. λm 

koeffitsientli chiziqli kombinatsiyasi  deyiladi. 
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 Vektorlar sistemasi  va  );......;;( 21 mbbbb  vektor berilgan bo’lsa  b  vektorni 

sistema vektorlari bo’yicha yoyish uchun bxa
m

j
jj =∑

=1
      chiziqli tenglamalar 

sistemasining yechimlaridan birini ko’rsatish  yetarli. 

  Agar chiziqli tenglamalar sistemasi birgina yechimga ega bo’lsa, b  vektor 

sistema vektorlari bo’yicha birgina  usulda,  agar cheksiz ko’p yechimga ega bo’lsa, 

cheksiz ko’p usulda yoyiladi, agar yechimga ega  bo’lmasa  b  vektorni sistema  

vektorlari bo’yicha yoyib bo’lmaydi. 

2- misol. 

           )5;4;1;3( −b  vektorni 

  )6;1;3;4(),2;5;1;3(),4;4;2;1(),2;3;1;2( 4321 −−−−−− aaaa  vektorlar sistemasi  

bo’yicha yoying. 

   Buning uchun  44332211 xaxaxaxab +++=   vektor  tenglama tuzib, uni 

Gauss - Jordan usulida yechamiz: ( ) ( )XEBA ~  

( )BA =
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⎝
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−
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−
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3

6242
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4312

 berilgan  vektorlar sistemasi  koordinatalaridan 

tuzilgan matritsani ozod hadlar ustuni hisobiga kengaytirilgan matritsa. A matritsa 

o’rnida birlik matritsa hosil qilish uchun 2-satr elementlarini  (-2) ga ko’paytirib 1-

satrga, (-3) ga ko’paytirib 3-satrga,  (-2) ga ko’paytirib 4-satrga qoshamiz: 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
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⎝

⎛
−
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1

4

0000
108100
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1231

bundan sistemaning yechimga ega emasligi  ko’rinadi:  7≠0. 

Demak, b  vektorni   4321 ,,, aaaa    vektorlar sistemasi bo’yicha 

yoyish   mumkin  emas. 

    3-misol.  )6;1;5(b  vektorni 

)4;1;3(),3;1;2(),1;2;1( 321 −− aaa vektorlar sistemasi bo’yicha yoying. 
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  Vektor tenglama tuzib Gauss - Jordan usulida yechamiz: 

  332211 xaxaxab ++=  
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Mustaqil yechish uchun misollar: 

8.1. kjiOMr 632 ++==   vektorni  yasang va uning radius vektori 

uzunligini  hamda yo’nalishini aniqlang.  Cos2α +cos2β+ +cos2γ=1  formula bo’yicha 

tekshiring. 

8.2. M nuqtaning radius  vektori 0x o’q bilan 450 va 0y  o’q bilan 600 burchak 

hosil etadi. Vektorning uzunligi  r=6.  Agar  M ning applikatasi  manfiy bo’lsa, 

uning koordinatalarini aniqlang  va  rOM =   vektorni  kji ,,   lar orqali  ifodalang. 

8.3. x0y tekislikda  A(4;2),  B(2;3),  C(0;5)  nuqtalar berilgan va  

cOCbOBaOA === ,, vektorlar yasalgan. a  vektor  cvab vektorlar 

bo’yicha topilsin. 

8.4. Parallelogrammning ketma-ket uchta  A(1; -2; 3), B(3; 2; 1), C(6; 4; 4) 

uchlari berilgan. Uning to’rtinchi uchini toping. 

8.5. Uchlari A(2; -1; 3),  B(1;1;1),   C(0;0;5) nuqtalarda bo’lgan uchburchak  

ABC ning burchaklari aniqlansin. 

8.6.  jia += 2    va  kjb +−= 2    vektorlarda yasalgan parallelogramm 

dioganallari  orasidagi  burchak  topilsin. 

8.7. kjia 2++=    va  kjib 4+−=    vektorlar berilgan. Pr b a   va   Pr b
a

 

aniqlansin. 
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 8.8. 1) Agar m va n o’zaro  300 burchak tashkil etuvchi birlik vektorlar bo’lsa, 

(m+n)2 hisoblansin. 

         2) Agar  4,22 == ba  hamda ( a ^b )= 1350  bo’lsa,  (a-b)2  

hisoblansin. 

 8.9. O’zaro komplanar   cba ,,   vektorlar berilgan  bo’lib,  

5,2,3 === cba  va  ( a ^b )=600,  (b ^ c )=600  bo’lsa,  cbau −+=   vektor 

yasalsin,  2)( cbau ++=   formula bo’yicha uning moduli hisoblansin. 

8.10.  Teng yonli OACB  trapetsiyada  M  va N  nuqtalar mos ravishda  BC=2,  

AC=2  tomonlarning o’rtalari. Trapetsiyaning o’tkir burchagi   600 ga teng. 

ONvaOM  vektorlar orasidagi burchak aniqlansin. 

8.11. )6;2;2;5(),4;3;1;2( −− ba  vektorlar berilgan: 

           a) 2 a ,  5 baba 2,3 −+  vektorlarni;  

           b)  ( ) ( )bababa 2,3;, −+   skalyar ko’paytmalarini; 

           c)  bvaa  vektor orasidagi burchakni toping.    

    Quyidagi b  vektorlarni  berilgan  4321 ,,, aaaa   vektorlar  sistemasi 

bo’yicha yoyish  mumkin yoki  mumkin emasligini  ko’rsating  va  yoying: 

  8.12. );5;2();3;1();9;4( 21 −=−=−= aab  

   8.13. 
)4;1;3;2();3;0;2;1(

);5;4;1;1();3;4;0;1();10;10;3;8(

43

21

−=−=

−==−−=

aa

aab
 

  8.14.  
)6;1;3;4();2;5;1;3(

);4;4;2;1();2;3;1;2();5;4;1;3(

43

21

−−−=−=

−−==−=

aa

aab
  

  8.15.  )5;1;4();4;1;5();2;1;1();3;2;9( 321 =−−−=−=−−= aaab  

  8.16. λ ning qanday qiymatlarida )5;3;1(=b vektorni  

);6;5(),7;4;2(),5;2;3( 321 λ=== aaa    

vektorlar orqali yoyish mumkin? 
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8.17. A(2;2;0) va B(0;-2;5)  nuqtalar berilgan. uAB =   vektor yasalsin, uning 

uzunligi va yo’nalishi aniqlansin.  

 8.18. 1)   (a+b)2 ;    

     2)  (a+b)2+(a-b)2 ifodalardagi qavslar  ochilsin  va  hosil bo’lgan  

formulalarning geometrik ma’nosi  aniqlansin.  

 8.19. Agar  nvam    oralaridagi burchak  600 ga  teng  birlik vektorlar 

bo’lsa, nma += 2  va    nmb 2−=  vektorlardan yasalgan  parallelogramm  

dioganallarining   uzunliklari aniqlansin.  

  8.20. Muntazam  tetraedrning  bir uchidan o’tkazilgan ikki  tekis burchagining 

bissektrisalari  orasidagi burchak aniqlansin.  

   8.21. bOBvaaOA == vektorlar berilgan. 4;2 == ba va  (a^b)=600. 

Uchburchak  OAB ning OM  medianasi  bilan  OA tomoni  orasidagi  bursak  

aniqlansin.  

  8.22.  Tomonlari 6 va 4 sm  bo’lgan to’g’ri to’rtburchak uchidan  qarshi  

tomonlarini teng ikkiga bo’luvchi to’g’ri chiziqlar  orasidagi  burchaklar topilsin.  

 8.23.  nvam  lar o’zaro 1200 burchak tashkil etuvchi birlik  vektorlar 

bo’lsa, nma 42 +=  va   nmb −=  vektorlar orasidagi  burchak topilsin. 

  8.24. )3;2;2;1(),1;2;3;5(),3;1;2;4(),0;2;3;1( −−−− dcba  vektorlar 

uchun quyidagilarni  hisoblang: 

      a) vektorlarning ortogonallarini  aniqlang;  

      b)   )(),(),( dbcbba
∧∧∧   larni hisoblang. 
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9. CHIZIQLI   BOG’LIQ  VA   CHIZIQLI  ERKLI  VEKTORLAR    

SISTEMASI 
   N  o’lchovli m ta vektorlardan iborat vektorlar sistemasi berilgan  bo’lsin.  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−−−−−−−−−−
).......(

)......(
).......(

21

222212

112111

mnmmm

n

n

aaaa

aaaa
aaaa

          (1) 

(1) Vektorlar  sistemasi chiziqli erkli  yoki chiziqli  bog’liq  ekanini aniqlash uchun  

berilgan vektorlar sistemasi vektorlaridan vektor  tenglama tuzamiz: 

  11xa + θ=++ mm xaxa ........22   (2) 

bu  erda  θ  - n o’lchovli nol vektor. (1) Tenglama m noma’lumli  n ta bir jinsli 

chiziqli tenglamalar sistemasi. Bu sistema aniq bo’lib, yagona nol yechimga ega 

bo’lsa, berilgan vektorlar sistemasi o’zaro chiziqli bog’liq bo’lmagan yoki chiziqli 

erkli vektorlar  sistemasi bo’ladi.  

Agar sistema aniqmas bo’lib, nol yechimdan tashqari nolmas yechimlarga  ega 

bo’lsa, vektorlar sistemasi chiziqli bog`liq sistema bo’ladi; bunda  x1, x2,…, xm lardan 

kamida bittasi noldan farqli bo’lsa, maaa ...,,, 21  lardan birini qolgan vektorlar 

orqali chiziqli  ifodalash mumkin,  bu esa sistema chiziqli bog’liq ekanini ko’rsatadi. 

(1) sistemaning  chiziqli bog’liq yoki chiziqli erkli ekanini topish uchun  vektorlar 

koordinatalaridan  matritsa tuzamiz. Agar  r(A)=m bo’lsa, sistema chiziqli erkli, agar  

r(A)<m bo’lsa, chiziqli bog’liq bo’ladi.  

  Misol-1.   )3;1;1(),1;1;2(),5;4;1( 321 −− aaa  vektorlarning chiziqli bog’liq yoki 

chiziqli erkli  ekanini aniqlang.  

 A=  matritsa rangini aniqlaymiz.   
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

315
114
121
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M=
315
114
121

−
−

=-3+10-4-5-24-1=-27≠0   

r(A)=3,    r(A)=m=3. 

Vektorlar sistemasi  chiziqli erkli. 

Misol-2.  )7;2;1(),3;7;2(),2;3;1( 321 −−aaa   vektorlarning chiziqli bog’liq yoki 

chiziqli erkli  ekanini aniqlang:  

A= ;      M=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

732
273
121

732
273
121

−

−

=-49+8-9+14+42-6=64-64=0 

M1= 73
21

=7-6=1≠0     r(A)=2,  

vektorlar soni m=3. r(A)≠m.  Vektorlar sistemasi chiziqli bogliq. 

     

Mustaqil yechish uchun misollar: 

Vektorlar sistemasining chiziqli bog’liq yoki chiziqli bog’liq emasligini  

aniqlang.  

9.1. )7;6;3(),3;2;1( 21 == aa  

9.2. === 321 ),2;3;3(),3;4;5( aaa (8;1;3) 

9.3. )9;3;6(),6;2;4( 21 −=−= aa  

9.4. )6;5;1;4(),9;3;3;6(),3;1;2;2(),6;2;5;4( 4321 −=−=−=−= aaaa  

9.5.  )3;4;1(),5;1;3(),1;3;2( 321 −=−=−= aaa  

9.6. )12;11;4;3;2(),7;4;1;0;0(),4;3;0;1;0(),5;2;0;0;1( 4321 −==== aaaa  

9.7. )1;0;0(),1;1;0(),1;1;1( 321 === aaa       

9.8. )13;2;3(),0;3;2(),1;2;3( 321 −−=−== aaa  

9.9. )1;4;1(),1;3;2(),1;2;3( 321 −−−=== aaa .   

9.10. )0;1;2(),4;3;1( −=−= ba  

9.11.  )4;1;2;3(),1;5;0;4(),1;3;1;2(),0;1;3;1( 4321 −−==−−−== aaaa  
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9.12. )25;5;0(),15;3;6(),5;1;3( 321 −=−=−−= xxx ;   

9.13. )4;1;2;3(),2;1;2;1(),1;1;1;1( 321 −−=== aaa  

9.14. )1;3;3;1(),1;1;1;1(),0;1;1;1( 321 −−=−=−= xxx  

9.15. λ qanday qiymatlarida vektor )4;3;2(=x  ni quyidagi  321 ,, aaa   vektorlar 

orqali  yoyish mumkin?  

              );1;2(),1;1;3(),3;2;1( 321 λ=−== aaa  

      Quyidagi vektorlar sistemasini chiziqli bog’liq yoki chiziqli bog’liq  emasligini  

aniqlang: 

9.16. )7;2();2;3( =−−= ba                    

9.17. )6;7;2();3;4;1( −=−= ba  

9.18. )4;7;3(),1;1;2(),3;2;1( =−=−−= cba     

19. )3;1;0;1(),3;1;0;1(),5;1;8;3(),1;1;0;2( 4321 −−=−==−= aaaa  

9.20. )1;1;0();1;1;3();0;2;1( 321 =−== aaa  

9.21. )1;1;1;1(),1;1;1;1(),1;1,1,1(),1;1;1;1( 4321 −−=−=−−== xxxx  

9.22. )6;5;1;4(),9;3;3;6(),3;1;2;2(),6;2;5;4( 4321 −=−=−=−= xxxx      

 9.23-9.25 misollar uchun 

)0;15;1;1(),3;2;1;0(),3;1;9;16(),2;3;2;1(),2;3;1;4( 54321 −===−=−= aaaaa  
vektorlar berilgan bo`lsin. 

9.23. 54321 ,,,, aaaaa   vektorlar uchun quyidagi  kombinatsiyani toping:  

  a) 5421 2
13

2
1 aaaa +−+           b) 5432 25 aaaa ++−      

Tenglamadan  x ni  toping: 

9.24.  2( 0)(3) 41 =++− xaxa             9.25. 0)(2)2(3 53 =−−+ xaxa  

  Quyidagi b  vektorni  4321 ,,, aaaa   vektorlar sistemasining  chiziqli  

kombinatsiyasi  ko’rinishida   yoyish  mumkin yoki  mumkin  emasligini  ko’rsating:  

 9.26. )1;4;3(),1;1;0(),3;2;1(),2;3;5( 3211 −=−==−−−= aaab  

9.27. )3;1;6;1(),1;4;5;2(),1;2;3;4(),3;0;2;1(),4;1;1;5( 4321 −=−−=−==−= aaaab  
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9.29.  

9.30. b  

 
9.31.  

 
λ ning qanday qiymatlari  vektor  b  ni quyidagi    ,,, 321 aaa  vektorlar orqali 

chiziqli yoyish mumkin: 

9.32. );2;7(),1;6;1();8;7;3();5;3;2( 321 λ−=−=== baaa  

9.33. )6;4;2();;6;5();7;4;2();5;2;3( 321 ==== baaa λ  

9.34. );1;1();1;0;1();0;1;1();0;0;3( 321 λ−−==−== baaa  

9.35. )2;;2();0;4;0();1;0;1();0;1;0( 321 −==== λbaaa ? 
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10. VEKTORLAR SISTEMASINING RANGI VA BAZISI. 
VEKTORLAR SISTEMASIDA ELEMENTAR 

ALMASHTIRISHLAR. KANONIK BAZIS 

  

    a1,  a2 …., an vektorlar sistemasi berilgan bo`lsin. Berilgan vektorlar 

sistemasining bazisi deb uning  chiziqli bog’liq bo’lmagan shunday bir qismiga 

aytiladiki, bunda  berilgan  sistemaning har bir  vektori  bazis  vektorlari orqali 

yoyilishi mumkin bo’ladi. Berilgan vektorlar sistemasining ixtiyoriy bazisi 

tarkibidagi  vektorlar  soniga  uning rangi deyiladi.  

 1. Misol.  Quyidagi   vektorlar  sistemasining  bazislaridan  birini  quring va 

rangini aniqlang: 

    a1(1;2;-1;3),      a2(0;3;4;1),      a3(-2;-1;6;-5),       a4(5;1;2;-4) 

Yechish:  a1x1 +a2x2+a3x3+a4x4=    vektor tenglama  umumiy yechimini Gauss-

Jordan usulida quramiz: 
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Yechilgan sistemadan x1, x2, x4 - yechilgan noma’lumlar, x3 esa erkin noma’lum 

ekanligi  ko’rinib turibdi. Demak, berilgan vektorlar sistemasining  bazisi  a1,  a2 va 

a4 vektorlar  sistemasi bo’lib, sistemaning  rangi  bazisidagi  vektorlar  soni  3 ga 

teng. 

 Agar  berilgan ikkita  n  o’lchovli  a1 va  a2 vektorlarning  skalyar ko’paytmasi  

nolga teng  bo’lsa, a1 va  a2 vektorlar o’zaro  ortogonal vektorlar  deyiladi. 

n  o’lchovli nolmas  vektorlardan  tarkib  topgan  vektorlar  sistemasi  berilgan  

bo’lib, sistema  vektorlarining  har qanday  ikki jufti o’zaro  ortogonal bo’lsa, u holda  

sistemaga  ortogonal vektorlar  sistemasi deyiladi. 

 2. Misol. Quyidagi vektorlar  sistemasi ortogonalmi? 
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    a1(0;5;-2),      a2(29;-2;-5),      a3(2;4;10) 

Yechish:    

(a1* a2)=0-10+10=0    

(a1* a3)=0+20-20=0    

(a2* a3)=58-8-50=0 

Berilgan vektorlar sistemasi ortogonal vektolar sistemasi ekan. 

Teng o`lchovli n  ta  a1, a2, … ak  chiziqli erkli  vektorlar  sistemasi  ustida  

ortogonal vektorlar  sistemasini qurish, ya’ni mos ravishda  b1, b2, … bk  ortogonal  

sistema bilan almashtirish mumkin. Buning uchun Shmidt formulalaridan 

foydalanamiz: 

b1=a1  

( )
( )∑

−

= ⋅
⋅

−=
1

1
tb

t

i
i

ii

ti
t b

bb
aba             tє{2;3;…k} 

3. Misol. a1(1;1;1), a2(0;1;1), a3(0;0;1) vektorlar  sistemasi  ustida  ortogonal 

sistema  quring. rang (a1,a2,a3)=3 chiziqli erkli sistema ekan.  

b1=a1(1;1;1) 

( )
( ) ( ) ( ) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−=

⋅
⋅

−=
3
1;

3
1;

3
21;1;1

3
21;1;01

11

21
22 b

bb
abab  

( )
( )

( )
( )

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−−=

⋅
⋅

−
⋅
⋅

−=

2
1;

2
1;0

3
1;

3
1;

3
2

3
2

3
1

)1;1;1(
3
1)1;0;0(2

22

32
1

11

31
33 b

bb
abb

bb
abab

 

Berilgan vektorlar sistemasi ustida qurilgan ortogonal sistema vektorlarini butun 

koordinatali  vektorlarga aylantirib, (1;1;1); (-2;1;1); ( 0;-1;1) natijani olamiz. 

Nolmas b vektorning  normallangan yoki  birlik vektori deb,  
b
b   vektorga 

aytiladi. 

 Har bir  vektori normallangan, ya’ni birlik  vektor  ko’rinishiga  keltirilgan 

ortoganal sistemaga  ortonormallangan vektorlar sistemasi deyiladi. 
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 4. Misol. Yuqoridagi misolda topilgan ortonormal b1(1;1;1);    b2(-2;1;1); b3(0;-

1;1) sistemaning har bir vektorini birlik  ko’rinishga  keltiramiz. 
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n o`lchovli birlik   

vektorlar kanonik bazisni tashkil qiladi. 

 

Mustaqil yechish uchun misollar: 

Quyida berilgan vektorlar sistemasining  bazislaridan  birini  quring va 

ranglarini aniqlang:  

10.1.  a1=(1;-2;-5),    a2=(3;4;-1),   a3=(2;-3;0) 

10.2. a1=(1;1;-2;-5),   a2=(3;4;-1;2), a3=(4;1;-2;3), a4=(5;2;-3;1) 

10.3. e1; e2; e3 bazisda  a1=(1;1;0), a2=(1;-1;1), a3=(-3;5;6) vektorlar berilgan. 

a1; a2; a3 vektorlar bazisni tashkil qilishini ko`rsating. 

10.4. e1; e2; e3 bazisda vektor  b=(4;-4;5)  berilgan. Shu vektorni quyidagi a1; 

a2; a3 bazisda ifodalang: a1=(1;1;0), a2=(1;-1;1),      a3=(-3;5;-6)     

10.5. e1; e2; e3 bazisda berilgan a=(1;2;0), b=(3;-1;1), c=(0;1;1) vektorlar  

o`zlari bazis tashkil qilishini ko`rsating. 

10.6. e1; e2; e3 bazisda quyidagi  a, b, c  vektorlar berilgan: 

a=e1+e2+e3,  b=2e2+3e3, c=e2+5e3. a, b, c  vektorlar bazis tashkil qilishini isbotlang. 

Vektor  d=2e1-e2+e3 ni  a, b, c bazisdagi koordinatalarini toping. 

Quyidagi vektorlar sistemasining bazislarini toping: 

10.7.a1=(1;2;0;0); a2=(1;2;3;4); a3=(3;6;0;0); 

10.8. a1=(1;2;3;4); a2=(2;3;4;5); a3=(3;4;5;6); a4=(4;5;6;7); 

Berilgan vektorlar sistemasining rangi va barcha bazislari topilsin: 
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10.9. a1=(1;2;0;0); a2=(1;2;3;4); a3=(3;6;0;0); 

10.10. a1=(1;2;3;4); a2=(2;3;4;5); a3=(3;4;5;6); a4=(4;5;6;7); 

10.11. a1=(2;1;-3;1); a2=(4;2;-6;2); a3=(6;3;-9;3); a4=(1;1;1;1); 

Vektorlar juftliklari o’zaro ortoganalmi: 

10.12. a1(4;-5) va a2(1;0); 

10.13.  a1(4;1;2) va a2(-1;0;2); 

10.14. a1(2;0;4;-1) va a2(1;2;3;4); 

10.15. a1(1;3;2;-3) va a2(1;1;1;2)? 

Quyida berilgan chiziqli erkli vektorlar sistemalari ustida ortogonal va 

ortonormallangan vektorlar sistemalari qurilsin: 

10.16. a1(1;0) va a2(1;1) 

17. a1(1;1;1;0), a2(0;1;1;1), a3(0;0;1;1) 

 Quyida berilgan vektorlar sistemasining rangi va bazislari topilsin: 

10.18. a1=(5;2;-3;1); a2=(4;1;-2;3); a3=(1;1;-1;2); a4=(3;4;-1;2) 

10.19. a1=(2;-1;3;5); a2=(4;-3;1;3); a3=(3;-2;3;4); a4=(4;-1;15;17); 

a5=(7;-6; -7;0) 

10.20. a1=(2;1;-3;1); a2=(4;2;-6;2); a3=(6;3;-9;3); a4=(1;1;1;1) 

10.21. a1=(1;2;3); a2=(2;3;4); a3=(3;2;3); a4=(4;3;4) a5=(1;1;1) 

10.22. a1=(5;2;-3;1); a2=(4;1;-2;3); a3=(1;1;-1;-2); a4=(3;4;-1;2) 

10.23. a1=(2;-1;3;5); a2=(4;-3;1;3); a3=(3;-2;3;4); a4=(4;-1;15;17); 

a5=(-7;-6;-7;0) 

 Quyida berilgan chiziqli erkli vektorlar sistemalari ustida ortogonal va 

ortonormallangan vektorlar sistemalari qurilsin: 

10.24. a1(1;1),  a2(0;2) 

10.25. a1(1;0;1;0),   a2(0;1;1;1),   a3(1;1;0;1) 

 10.26.  a1(1;1;1;1),  a2(1;1;1;0),  a3(1;0;1;1) 
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11. VEKTOR KO`RINISHIDA YOZILGAN CHIZIQLI 

TENGLAMALAR SISTEMASINING BIRGALIKDALIK VA 

ANIQLIK SHARTLARI. FUNDAMENTAL YECHIMLAR 
      m ta noma’lumli n ta chiziqli bir jinsli  tenglamalar sistemasi vektor shaklda 

berilgan bo’lsin: 

      a1х1+a2х2+…+amхm=θ  

 rang(a1a2,…,am)=rang(a1,a2,…,am, ) bo’lgani uchun sistema har doim birgalikda. 

Rang(a1,a2,…,am)=m munosabat o’rinli bo’lsa, sistema aniq va yagona nol yechimga 

ega.  

Rang(a1,a2,…,am)<m munosabat o’rinli bo’lsa, sistema aniqmas va trivial 

yechimdan tashqari nolmas yechimlarga ham ega bo’ladi. Ushbu holda, har bir 

nolmas yechim m o’lchovli vektor sifatida qaralishi mumkin. 

      Bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasining fundamental yechimlari sistemasi 

yoki tizimi deb, uning chiziqli bog’liq bo’lmagan nolmas F1, F2,…,Fk yechimlariga 

aytiladiki, sistemaning har bir yechimi ushbu yechimlarning chiziqli kombinatsiyasi  

ko’rinishida aniqlanishi mumkin. 

         Agar rang(a1,a2,…,am)=r<m bo’lsa, sistema o’zining fundamental yechimlari 

tizimi mavjudligi  bilan  xarakterlanadi  va tizim har biri m o’lchovli m-r ta nolmas 

vektorlardan tarkib topadi. 

       Bir jinsli   sistemaning   fundamental yechimlari  tizimi quyidagicha quriladi: 

1. Bir jinsli sistemaning umumiy yechimi quriladi; 

2. m-r o’lchovli m-r ta vektorlardan iborat chiziqli erkli vektorlar siatemasi, 

masalan: e1(1;0;…;0), e2(0;1;0;…;0),…, em-r(0;0;…;1) tanlanadi; 

3. Umumiy yechim erkli noma’lumlari o’rniga  e1 vektor mos koordinatalarini 

qo’yib, bazis noma’lumlar aniqlanadi va mos ravishda F1 fundamental yechim 

quriladi. Shuningdek, e2, e3, …, em-r vektorlardan foydalanib, mos ravishda F2, F3, 

…, Fm-r fundamental yechimlar quriladi. 

       1. Misol. Bir jinsli sistemaning fundamental yechimlari tizimidan  birini quring 

va uning umumiy yechimini vektor shaklda aniqlang: 
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  Sistemaning umumiy yechimini Gayss-Jordan usulida quramiz: 
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   m=4, r=2 bo’lgani uchun m-r=2 ta chiziqli erkli e1(1;0) va e2(0;1) sistemani 

tanlaymiz. e1(1;0) vektor koordinatalarini umumiy yechimning mos erkli 

nomalumlari o’rniga  qo’yib, bazis nomalumlarni aniqlaymiz va F1(-2,6;1,2;1;0) 

fundamental echimni quramiz. e2(0;1) vektor yordamida F2(1;-1;0;1) fundamental 

yechimni quramiz. Boshqacha qilib aytganda kengaytirilgan matritsadagi 

koeffitsiyentlarni sistemaga qo’yamiz: 

               
⎩
⎨
⎧

=−
=+−

06,2
02,1

431

432

ххх
ххх

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
=

−=
+−=

44

33

432

431

2,1
6,2

хх
хх

ххх
ххх

Fundamental yechimlar F1(4,6;1,2;1;0) va F2(1;-1;0;1) quriladi. 

Umumiy yechimni tuzamiz: 

       Х= 1λ F1+ 2λ F2= 1λ
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Bu yerda  1λ   va  2λ   lar ixtiyoriy haqiqiy sonlar. 

     m ta nomalumli n ta chiziqli bir jinsli bo’lmagan tenglamalar  

sistemasi vektor  shaklda berilgan bo’lsin: 

 a1x1+a2x2+…+amxm=b       (b≠ ) 

 Sistemaning umumiy yechimini vektor shaklda yozish mumkin: 

     Х=F0+ 1λ F1+ 2λ F2+…+ rm−λ Fm-r

Bu yerda  F0 - bir jinslimas sistemaning xususiy yechimlaridan biri,  F1, F2, …, 

Fm-r  - berilgan   sistemaga  mos   ravishdagi  
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a1х1+a2х2+…+amхm=θ   

bir jinsli tenglamalar sistemasining fundamental yechimlari tizimi, 

1λ , 2λ ,…, rm−λ -ixtiyoriy haqiqiy sonlar. 

     2. Misol. Berilgan sistema umumiy yechimini vektor shaklda quring: 
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F0(0,6; 0,8; 0; 0)   sistemaning xususiy yechimlaridan birini qurdik. 

Sistema umumiy yechimi vektor shaklini yozamiz: 

        Х=F0+ 1λ F1+ 2λ F2= +
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bu yerda  1λ   va  2λ   lar ixtiyoriy haqiqiy sonlar. 

 

Mustaqil yechish uchun misollar: 

Bir jinsli tenglamalar sistemasini yeching:  

          11.1.           11.2.  
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          11.3.              11.4.  
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       Bir jinsli bo’lmagan chiziqli tenglamalar sistemalarining fundamental 

yechimlarini toping: 
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         11.7.                         11.8.               
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Sistemani yeching: 
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Sistemalarni fundamental yechimlarini va umumiy yechimini toping: 
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11.18.    
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12. CHIZIQLI FAZO.  EVKLID FAZO. 
ORTOGONAL MATRITSA 

 
12.1. a1(0; 1; -3),   a2(3; 5; 0),  a3(1; 2; -1)  vektorlar  sistemalariga tortilgan chiziqli 

qism osti fazosining bazislaridan birini, o`lchamini hamda ortonormallangan 
bazisini topamiz: 

     Buning uchun a1x1+a2x2+a3x3=θ   vektor tenglama umumiy yechimini Gauss-
Jordan usulida quramiz: 
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 x1,  x3  noma’lumlar umumiy yechimning bazis noma’lumlari. Demak, mos 
ravishda,  a1,   a3   vektorlar tizimi berilgan sistemaning bazislaridan birini tashkil 
etadi. Tizim 2 ta vektordan tarkib topgani uchun, berilgan vektorlar sistemasining 
o`lchami 2 ga teng.  
 Bazisni tashkil qiluvchi a1(0; 1; -3) va a3(1; 2; -1)  vektorlarni 
ortogonallaymiz: 
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hosil bo`lgan ortogonal sistema vektorlarini butun koordinatali vektorlarga 
aylantirib, b1(0; 1; -3)  va  b2(2; 3; 1)  ni  olamiz. Bu ortogonal sistemaning har bir 
vektorini birlik ko`rinishga keltiramiz, ya’ni ortonormallashtiramiz: 
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12.2. x(3; -2; 4) vektor  e1,  e2,  e3  bazisda berilgan. Vektorning 
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bazisdagi koordinatalarini topamiz: 
 Koeffitsientlar matritsasi P ning  transponirlangan  matritsasi PT   ni hosil 
qilamiz:  
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U holda x vektorning dastlabki bazisdagi  koordinatalari uning yangi bazisdagi 
koordinatalari orqali  (matritsa shaklida x=PTx`) quyidagicha ifodalanadi:  
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Demak, dastlab berilgan x(3; -2; 4) vektorning yangi bazisdagi koordinatalari:     
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Ta’rif: EPPPP T =⋅=⋅ −1  shartni bajaruvchi P matritsaga ortogonal matritsa 

deyiladi.  
12.3. Quyidagi matritsa ortogonal matritsa bo’lishini tekshiramiz : 
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Demak, berilgan P matritsa ortogonal matritsa bo’ladi.  
 

Mustaqil yechish uchun misollar: 

Quyidagi vektorlar sistemalariga tortilgan chiziqli qism osti fazosining 
bazislaridan birini , o’lchamini va ortonormallangan bazisini toping: 
12.4. a1(3; -1; 2),   a2(1;4;-1),   a3(7;2;3) 
12.5. x(2;-1) vektor e1, e2,  bazisda berilgan . Vektorning e1`=e1-3e2; e2`=2e1+e2 

bazisdagi koordinatalarini toping . 
  

Quyidagi matritsalardan ortogonallarini ajrating: 

12.6.                      12.7.                         12.8.       
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12.9. Quyida berilgan ikki vektorlar sistemalaridan har biri bazis bo’la olishini 
isbotlang. Ushbu bazislarda berilgan aynan bir vektorning koordinatalari orasida 
munosabatlarni o’rnating: 
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a) e1(1;2),      e2(1;1);  e1`(1;1),    e2`(3;4) 
b)  
c) ,   

12.10.  R3 da  i, j, k bazisdan fazoni Oy ordinata o’qi atrofida α  burchakka 
burgandagi bazisga o’tish matritsasini quring. 

Quyidagi vektorlar sistemalariga tortilgan chiziqli qism osti fazosining 
bazislaridan birini , o’lchamini va ortonormallangan bazisini toping: 
12.11. a1(1;2;-1;3),  a2(0;3;4;1),   a3(-2;-1;6;-5),   a4(5;4;2;-4) 
12.12. x(3;-2) vektor e1, e2 bazisda berilgan vektorning e1`=2e1-e2;  e2`=e1+e2 

bazisdagi koordinatalarini toping .  
12.13. x(1;2;-2) vektor e1, e2, e3 bazisda berilgan vektorning e1`=e1+e2-e3;   

e2`=2e1-e2+e3  bazisdagi koordinatalarini toping . 
Quyidagi matritsalardan ortogonallarini ajrating: 
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Quyida berilgan ikki vektorlar sistemalaridan har biri bazis bo’la olishini 
isbotlang. Ushbu bazislarda berilgan aynan bir vektorning koordinatalari orasida 
munosabatlarni o’rnating: 
12.16.     e1(2;1;-1),      e2(3;1;2),        e3(1;0;4) 
 e1`(1;1;-1),     e2`(2;3;-2),     e3`(3;4;-4) 
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13. CHIZIQLI OPERATOR 

 13.1. Agar R3da chiziqli  А
~

 operator  321 ,, еее rrr
 bazisda o’zining 
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А  matritsasi bilan  berilgan bo’lsa, 321 34 еееx rrr
+−=  vektorning y=A(x) 

aksini toping. 

Y=AX formulaga binoan,    
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−∗

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

18
13

10

1
3

4

281
651
423

3

2

1

у
у
у

Demak,  321 181310 еееу −−=

 13.2. 21,ее rr
 bazisda  А

~
  operator  matritsaga ega. ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

86
617

А

222211 2,2 ееееее +=−=   bazisida  А
~

 operatorining matritsasini  toping. 

O’tish matritsasi  ning teskari matrisasi  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
12
21

С ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=−

12
21

5
11С   

Demak,  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
== −

200
05

12
21

48
21

12
21

86
617

12
21

5
11АССВ  

 13.3. Chizqli  А
~

  operator   matritsa  bilan  berilgan. Chiziqli 

operatorning  hos qiymatlari  va  hos  vektorlarini toping. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

19
41

А

Xarakteristik  tenglama  tuzamiz: 

7,5;0352,0
19

41

21
2 =−==−−=

−

−
=− λλλλ

λ

λ
λЕА   

λ1=-5 ga  tegishli  X(1)=(X1,X2) hos vektorni topamiz. Buning uchun  quyidagi  

tenglamani  echamiz: 

0)(51 =⋅−−= хЕА λλ     12
2

1 5,1
0
0

69
46

xx
х
х

−=⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

agar  x1=C  deb olsak  x2=-1.5C,  X(1)=(C;-1.5C) vektorlar  har  qanday C≠0 uchun  A 

operatorini  hos qiymati   λ1=-5 ga  tegishli  hos  vector  bo’ladi. Huddi   shunday  
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λ2=7 hos qiymati  uchun  A operatorni  hos  vektorlarni   0,,
3
2

111
)2( ≠⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= СССХ   

vektorlar  tashkil etadi. 

 13.4. Chiziqli  operatorning     matritsasini  diogonal  ko’rinishiga  

keltiring. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

19
41

А

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

19
41

А  matrisa bilan  berilgan chiziqli  operatorning hos qiymatlari va hos  

vektorlarning 3-misolda topilgan:  λ1=-5  λ2=7 

 ( ) )2()1(
11

)2()1( ;,
3
2;5,1; ХvaХССХССХ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−=  vektorning  koordinatalari  

proportsional emas,  shuning uchun X(1)  va  X(2) vektorlar chiziqli erkli. Demak,  X(1)  

va   X(2)   bazisda  A-matritsaning  diagonal   ko’rinishi: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∗∗

70
05

0
0

2

1 АёкиА
λ

λ . Buni  tekshirish  uchun bazis  vektorlar sifatida  

X(1)=(2; -3), X(2)=(4; 6)  vektorlarni  olsak,  yangi bazisga o’tkazuvchi o’tish  matritsa  

C ning ko’rinish:   bo’ladi. Dioganal  matrtisa: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 63

42

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

==
−

−∗

1421
2030

24
1

63
42

19
41

23
46

24
1

63
42

19
41

63
42 1

1АССА  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 70

05
1680

0120
24
1

63
42

 
 

Mustaqil yechish uchun misollar: 

 13.5. 21,ее rr
 bazisda   chiziqli А

~
 operator   matritsa bilan berilgan,  

x=4e

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
51
23

А

1-3e2  bo’lsa, y=A(x) ni toping. 

 13.6. 321 ,, еее rrr
 bazisda  chiziqli А

~
 operator  matritsa bilan  

berilgan  x=2e

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

103
712

201

1-4e2-e3 bo’lsa,  y=A(x) ni toping. 
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 13.7. 21,ее rr
 bazisda   А

~
 operatorlar   matritsaga ega. ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
33
42

А

21
'
212

'
1 42,2 ееееее −=−=  bazisda   А

~
 operatorning  matritsasini toping.  

Berilgan  matritsalarning hos qiymatlari  va  hos vektorlarini toping: 

 13.8.     13.9.  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=
31

42
А

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

031
301
221

А

 13.10.  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

=
201

335
212

А

 13.11. 321 ,, еее rrr
, bazisdan 132 ,, еее rrr

 bazisga o’tih  matrisasini toping. 

 13.12. 4321 ,,, eеее rrr
 bazisda  А

~
  operatorining  matritsasi   

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

=

3121
1052
2130
1021

А  berilgan.  Ushbu operatorning 

 1) 4231 ,,, eеее rrr
 bazisdagi matritsasini toping; 

 2) 4321321211 ;;; ееееееееее ++++++   bazisdagi matritsasini  toping. 

 O’zlarining matritsalari bilan  berilgan  chiziqli  operatorlarning  hos qiymatlari  

va hos vektorlarini toping: 

 13.13. ;          13.14.   ;        
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

212
044
010

А
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=
496
375
254

А

13.15. ;   13.16. ;     
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−
=

841
362
331

А
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=
132412
101910
6127

А

13.17.    
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

101
121
001

А
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Chiziqli operatorning  А
~

matritsasini diogonal  ko’rinishiga keltiring: 

 13.18.          13.19.  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
=

122
020
021

А

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

=

1716
1000
0100
0010

А
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14. KVADRATIK   FORMALAR 

 
14.1. L(x1, x2, x3) = 4x1

2-12x1x2-10x1x3+x2
2-3x3

2  kvadratik formaning A 

matritsasini tuzing. 

Kvadratik formaning matritsasini topamiz: 

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−−
=

305
016
564

,
305
016
564

3

2

1

321 A
x
x
x

xxxL  

14.2. L(x1, x2) = 2x1
2+4x1x2-3x2

2 kvadratik forma berilgan. 

   x1=2y1-3y2;  x2=y1+y2;  chiziqli almashtirish orqali hosil bo’lgan  

   L(y1, y2) kvadratik formani toping. 

Berilgan kvadratik formaning matritsasi A=  chiziqli almashtirish matritsasi 

C=  bo’ladi. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 32

22

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
11
32

Qidirilayotgan kvadratik formaning matritsasini quyidagicha: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⋅⋅=
317

1713
11
32

32
22

13
12

' CACA t  

kvadratik formaning ko’rinishi: 

L(y1, y2)=13y1
2-34y1y2+3y2

2

14.3. Kvadratik formani – kanonik ko’rinishga keltiring. 

L(x1, x2, x3) = x1
2-3x1x2+4x1x3+2x2x3+x3

2 = x1
2-x1(3x2-4x3)+2x2x3+x3

2

x1 o’zgaruvchining kvadrati o’rnida turgan koeffitsiyenti nol’dan farqli 

bo’lgani uchun, x1 o’zgaruvchining to’liq kvadratini topamiz: 

( ) ( ) ( )

2
332

2
2

2

321

2
332

2

32

2

32321
2
1

38
4
92

2
3

243
2
143

2
143

2
12

xxxxxxx

xxxxxxxxxxxL

−+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

=++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

 

endi o’zgaruvchi x2 uchun kvadratini topamiz: 

,
9

37
9

16
4
92

2
3 2

3

2

32

2

321 xxxxxxL +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=  
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Demak, no’ldan farqli chiziqli almashtirish 

3211 2
2
3 xxxy −−=        

322 9
16 xxy −=  

y3=y3        berilgan kvadratik formani kanonik ko’rinishga keltiradi: 

( ) 2
3

2
2

2
1321 9

37
4
9,, yyyyyyL +−=  

14.4. Kvadratik forma L=13x1
2-6x1x2+5x2

2 musbat aniqlangan kvadratik forma 

ekanligini isbotlang. 

Kvadratik formaning matritsasi  bo’ladi. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

53
313

A

Xarakteristik tenglama tuzamiz: 

   
λ

λ
λ

−−
−−

=−
53

313
EA    yoki         056182 =+− λλ

ya’ni     4,14 21 == λλ    xarakteristik tenglamaning yechimlari musbat bo’lgani 

uchun, L-musbat aniqlangan kvadratik forma bo’ladi. 

 

Mustaqil yechish uchun misollar: 

14.5. Kvadratik formani matritsa ko’rinishida yozing: 

    323121
2
3

2
2

2
1 106432 xxxxxxxxxL +−+−+=

14.6. Kvadratik formaning matritsasini toping: 

    ( ) ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

3

2

1

321321

103
142
201

,,
x
x
x

xxxxxxL

14.7. Kvadratik forma berilgan. ( ) ,43, 21
2
2

2
121 xxxxxxL +−=

   x1=2y1-y2,  x2=y1-y2, chiziqli almashtirish orqali hosil bo’lgan kvadratik formani 

toping. 

14.8.  21
2
3

2
2

2
1 234 xxxxx +++

14.9.  2
33231

2
1

2
2 222 xxxxxxx −+−−−

14.10.  21
2
2

2
1 1026 xxxx ++
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 Kvadratik formani qanday aniqlanganligini toping: 

    14.11.  –x1
2+2x1x2-4x2

2  

14.12.  x1
2+15x2

2+4x1x2-2x1x3+6x2x3

14.13.   12x1x2-12x1x3+6x2x3-11x1
2-6x2

2-6x3
2

14.14.   x1
2+4x2

2+4x3
2+8x4

2+8x2x4

Kvadratik formani kanonik ko’rinishga keltiring: 

 14.15.   3x2
2+3x3

2+4x1x2+4x1x3-2x2x3

14.16.  7x1
2+7x2

2+7x3
2+2x1x2+2x1x3-2x2x3

14.17.  x1x2+x1x3+x2x3

14.18.  17x1
2+14x2

2+14x3
2-4x1x2-4x1x3-8x2x3
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15. TEKISLIKDAGI TO’G’RI CHIZIQ TENGLAMALARI. 
TO’G’RI CHIZIQ NORMAL TENGLAMASI. NUQTADAN 

CHIZIQQACHA BO’LGAN MASOFA 

1 . Tekislikdagi   A(x 1; у 1)   va   B(x ; у )   nuqtalar orasidagi masofa: 0
2 2

                 D= 2
12

2
12 )()( ууxx −+−                                                        (1)  

2 . Tenglikda yo’naltirilgan kesmaning yoki boshi A(x 1;у 1) va oxiri  B(x 2 ;у 2 )   

bo’lgan   

0

AB    vektorning  koordinata  o’qlaridagi proyektsiyalari: 

                 Prx AB =X=x -x ,     Pr2 1 у AB =У=у -у 1                                    (2) 2

3 . Kesmani berilgan nisbatta bo’lish:   A(x ;у 1)   va   B(x ;у )   nuqtalar berilgan   

AB   kesmani   AN:NB=

0
1 2 2

λ   nisbatda bo’luvchi   N(x;у)   nuqtaning 

koordinatalari ushbu:  

                 x=
λ
λ

+
+

1
21 xx ,      у=

λ
λ

+
+

1
11 уу                                                     (3)                                   

        formulalar bilan aniqlanadi. Xususiy holda kesmani teng ikkiga, ya’ni   

11:1 ==λ    nisbatda bo’lganda 

                 x=
2

21 xx + ,   у=
2

21 уу +                                                           (4) 

4 . Uchlari   A(x 1; у 1),   B(x  у ),   C(x у 3 ),   …,   F(x n ; у )    nuqtalarda bo’lgan 

ko’pburchak yuzi:    

0 ;2 2 ;3 n

 S= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++±

1133

22

22

11 ...
2
1

уx
уx

уx
уx

уx
уx nn                                          (5)                          

       ga teng. 

5 . To’g’ri chiziqning burchak koeffitsientli tenglamasi:    0

у=kx+b                                                                                     (6)  

       k   parametr to’g’ri chiziqning   Ox    o’qqa og’ish burchagi  α    ning tangensiga 

teng bo`lib (k=tgα ), to’g’ri chiziqning burchak koeffitsenti, ba’zan  qiyaligi 

deyiladi. b parametr boshlang’ich ordinata yoki Oy o’q ajratgan kesma kattaligi 

. 

6 . To’g’ri chiziqning umumiy tenglamasi: 0

         Ax+By+C=0          (A +B2 2 ≠ 0)                                                   (7) 
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Xususiy hollar: 

       a) C=0 bo’lsa, y= -
B
A x   to’g’ri chiziq koordinatalar boshidan o’tadi; 

       b) B=0 bo’lsa, x= -
A
C =a  to’g’ri chiziq 0x o’qqa parallel bo’ladi; 

       c) A=0 bo’lsa, y= -
B
C =b  to’g’ri chiziq 0y o’qqa parallel bo’ladi; 

       d) B=C=0 bo’lsa, Ax=0 yoki x=0 - to’g’ri chiziq  0y  o’qdan iborat; 

       e) A=C=0 bo’lsa, By=0  yoki  у=0  - to’g’ri chiziq 0x o’qdan o’tadi. 

7 . To’g’ri chiziqning o’qlardan ajratgan kesmalari bo’yicha tenlamasi: 0

             
a
x +

b
y =1                                                                                 (8) 

       Bu yerda a va b - to’g’ri chiziqning o’qlardan kesgan kesmalarining kattaliklari. 

          у    

 M   b  

 

  M 0  

                             

     s n              α  

            0                             a         x 

8 . To’g’ri chiziqning vektor parametrli tenglamasi: 0

           MM 0 =ts                                                                                   (9) 

       Bu yerda M(x;y) to’g’ri chiziqning ixtiyoriy nuqtasi  MM 0  (x-x ; y-y ) vektor 

va s(m;n) yo’naltiruvchi vektori o’zaro kollinear, t-ixtiyoriy haqiqiy son yoki 

parametr. 

0 0

9 .  (9) tenglamani koordinatalarda 0

                                                                                          (10) 
⎩
⎨
⎧

=−
=−

tnyy
tmxx

0

0

       ifodalab, to’g’ri chiziqning parametrli tenglamasini hosil qilish mumkin. 

10 . (10) tenglamalarda t parametr yo’qotilsa, to’g’ri chiziqning kanonik teglamasi 

hosil bo’ladi: 

0
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m

xx 0− =
n

yy 0−                                                                            (11) 

11 .  Agar 0 a =P (P ),     0≥ ν =
P
a =(Cosα , Cos β )     a  normal radius vektorninig 

birlik vektori bo’lib, to’g’ri chiziqning ixtiyoriy M(x;y) nuqtasining mos radius 

vektori r (x;y) bo’lsa, u holda r  radius vektorning a  yoki ν  vektordagi sonli 

proyektsiyasi P ga teng: 

           P rrν =P,    yoki    ν P rrν =P,    yoki    (r.v)=P (P≥0)                  (12) 

       Bu tenglama to’g’ri chiziqning vektor ko’rinishdagi tenglamasi deyiladi.  

       (12) tenglama koordinatalarda 

           xCosα +yCos β =P   yoki     xCosα  +ySinα =P (P≥0)            (13) 

       ko’rinishni oladi. Bunda  α - a  yoki ν  vektorning Ox o’qining musbat 

yo’nalishi bilan hosil qilgan burchak kattaligi. (13) shakldagi tenglama to’g’ri 

chiziqning normal tenglamasi deyiladi. 

12 . (7) shakldagi tenlamadan (13) shakldagi tenglamaga o’tish uchun umumiy 

ko’rinishdagi tenglama normallovchi ko’paytuvchi deb 

ataladigan

0

22

1
BA +

±=µ  songa ko’paytiriladi, bunda “+” yoki “–“ ishoradan C 

ozod had ishorasining  qarama–qarshisi tanlanadi, aks holda P= -µ C≥0 

munosabat bajarilmaydi. 

       Masala: 3x+4y-8=0 tenglamani normal ko’rinishga keltiring . 

Berilgan umumiy shakldagi tenglama uchun normallovchi ko’paytuvchi  

22 43

1

+
±=µ =

5
1 .  

Tenglamani, 
5
1

=µ  ga ko’paytiramiz, natijada to’g’ri chiziq tenglamasi quyidagi 

ko’rinishda normal holga keltiriladi: 

            x
5
3 + у

5
4 =

5
8 . 

13 . y=k0
1x+b1 to’g’ri chiziqdan y=k2x+b2 to’g’ri chiziqqacha soat strelkasiga qarshi 

yo’nalishda hisoblanuvchi ϕ   burchak 
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             tg
21

12

1 kk
kk

+
−

=ϕ                                                                          (14) 

       formula bilan aniqlanadi. 

14 . A0
1x+B1y+C1=0  va A x+B 2 y+C =0 tenglamalar bilan berilgan to’g’ri 

chiziqlar uchun (14) formula quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi: 

2 2

             tg
2121

1221

BBAA
BABA

+
−

=ϕ                                                                             (15) 

       yoki       ( )
21

21

nn
nnCos
⋅
⋅

=ϕ =
2
2

2
2

2
1

2
1

2121

BABA

BBAA

+•+

+                                  (16) 

15 . To’g’ri chiziqning parallellik sharti: 0

           k 1=k     yoki     2
2

1

2

1

B
B

A
A

=                                                            (17) 

16 . To’g’ri chiziqning perpendikulyarlik sharti: 0

           k 1 k =-1   yoki      A A +B B =0                                          (18) • 2 1 2 1 2

17 . Berilgan A(x0
1;у1) nuqtadan o’tuvchi to’g’ri chiziqlar dastasining tenglamasi:    

у-y1=k(x-x1)                                                           (19) 

18 . Berilgan ikki   A(x 1;у 1)    va     B(x ;у ) nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri chiziq 

tenglamasi: 

0
2 2

12

x
−
− 1

12

1

xx
x

уу
уу

−
=

−                                                 (20)                                           

19 . Parallel bo’lmagan ikki   A 1x+B 1у+С 1=0   va     A0
2x+B2у+С2=0   to’g’ri 

chiziqning kesishish nuqtasini topish uchun ularning tenglamalarini birgalikda 

yechish bilan   

         x=

22

11

22

11

BA
BA
BС
BС

−
−

,     у=

22

11

22

11

BA
BA
CA
CA

−
−

                                                          (21) 

ni hosil qilamiz.  

20 . (x у )   nuqtadan to’g’ri chiziqqacha bo’lgan  d   masofani topish uchun 

to’g’ri chiziq normal tenglamasining chap tomonidagi o’zgaruvchi 

koordinatalar o’rniga   (x 0 ;у )   koordinatalarni qo’yib,  hosil bo’lgan sonning 

absolyut qiymatini olamiz,  ya’ni     

0 ;0 0

0
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                    d= Pуx −+ ββ sincos 00                                                      (22) 

       yoki      d=
22

00

BA

CBуAx

+

++                                                                (23) 

21 . Ax+Bу+C=0   va   0 0111 =++ CуBxA    to’g’ri chiziqlar orasidagi burchaklar 

bissektrissalarining tenglamalari:  

                 
2

1
2

1

111
22 BA

CуBxA
BA

CBуAx

+

++
±=

+

++                                                   (24) 

22 . Berilgan ikki to’g’ri chiziqning kesishish nuqtasidan o’tuvchi to’g’ri chiziqlar 

dastasining tenglamasi:  

0

                  0)()( 111 =+++++ CуBxACBуAx βα                                        (25) 

        1=α    deb olish mumkin,   u holda biz  (25)  dastadan berilgan to’g’ri 

chiziqlardan ikkinchisini yo’qatgan bo’lamiz, ya’ni u vaqtda  (25) dan ikkinchi 

to’g’ri chiziqning tenglamasini hosil qila olmaymiz.  

 

Mustaqil yechish uchun misollar: 

15.1. 0
2

52
4

52
=

−
+

+ уx   to’g’ri chiziq berilgan. To`g`ri chiziqning  

        a) umumiy tenglamasi, 

        b) burchak koeffitsientli tenglamasi, 

        c) kesmalarga nisbatan tenglamasini yozing. 

15.2. 4x+3у-36=0   to’g’ri chiziq, koordinata o’qlari bilan hosil qilgan 

uchburchakning yuzini toping. 

15.3. To’g’ri chiziq koordinata o’qlaridan teng kesmalar ajratadi. Agar to’g’ri chiziq 

koordinata o’qlari bilan hosil qilgan uchburchak yuzi  8  kv.birl. bo’lsa, to’g’ri 

chiziq tenglamasini yozing. 

15.4. A(2;5)   nuqtadan o’tuvchi va ordinata o’qida   b=7   kesma ajratuvchi to’g’ri 

chiziq tenglamasini yozing. 

15.5. Agar to’g’ri chiziq koordinata o’qlaridan teng kesmalar ajratsa va to’g’ri 

chiziqni koordinata o’qlari orasidagi kesmasi  5 2   ga teng bo’lsa, to’g’ri 

chiziq tenglamasini yozing. 
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15.6. у=-2,   у=4   to’g’ri chiziqlar   3x-4у-5=0   to’g’ri chiziqni   A   va   B   

nuqtalarda kesib o’tadi.  AB   vektorni uzunligi va uni koordinata o’qlaridagi 

proyektsiyalarini toping. 

15.7. To’g’i chiziqlar orasidagi burchakni toping:   

        1)  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

−=

1
2
1

32

xу

xу
      2)        3)   

⎩
⎨
⎧

=+−
=+−

0132
075

уx
уx

⎩
⎨
⎧

−=
=+

43
02

xу
уx

15.8. 3x-2у+7=0,   6x-4у-9=0,   6x+4у-5=0,   2x+3у-6=0    to’g’ri chiziqlar 

orasidan parallel va perpendikulyar to’g’ri chiziqlarni aniqlang. 

15.9. A(2;3) nuqtadan o’tuvchi to’g’ri chiziqlar dastasini yozing. Bu dastadan   Ox   

o’qi bilan  1) 45 ,   2) 60 ,   3) 135 0 ,   4) 0   burchaklar tashkil etuvchi to’g’ri 

chiziqni toping. 

0 0 0

15.10. A(-2;5)   nuqta va   2x-у=0   to’g’ri chiziqni yasang.  A   nuqtadan o’tuvchi va  

       1)   berilgan to’g’ri chiziqqa parallel  

       2) berilgan to’g’ri chiziqqa perpendikulyar to’g’ri chiziq tenglamasini yozing.  

15.11. 2x-5у-10=0   to’g’ri chiziqni koordinata o’qlari bilan kesishish nuqtalariga 

perpendikulyar qo’yilgan. Ularning tenglamasini yozing. 

15.12. A(-1;3)  va  B(4;-2)   nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri chiziq tenglamasini yozing. 

15.13. Uchlari  A(-2;0),   B(4;-2)   va  C(4;2)   bo’lgan uchburchakka   BD  balandlik  

va   BE   mediana o’tkazilgan.  AC  tomon,  BE  mediana  va   BD   balandlik 

tenglamalarini yozing. 

15.14. Uchburchak tomonlari quyidagi tenglamalar bilan berilgan:  

       x+3у=0,   x=3,   x-2у+3=0.   Uchburchakni burchaklari va uchlarini toping. 

15.15. Kvadrat tomonlaridan birining tenglamasi   x+3у-7=0 va diogonallari 

kesishgan nuqta  P(0;-1)  berilgan. Kvadratning qolgan uchta tomon 

tenglamalarini yozing. 

15.16. Romb tomonlaridan birining tenglamasi   5x+2у-9=0.  Agar romb 

diogonallari O(0;0) da kesishgan bo’lib, ulardan birining tenglamasi  у=2x  

bo’lsa,  pombning qolgan uchta tomon tenglamasini yozing. 
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15.17. Uchburchak tomonlarining o’rtasi berilgan  P(1;2) - AB   tomonining o’rtasi,  

R(-4;3) - BC   tomonining o’rtasi,  Q(5;-1) - AC tomonining  o’rtasi,   CF  

balandlik va  AR   mediana kesishgan nuqta topilsin.  

15.18. Rombning ikki qarama-qarshi uchlarining koordinatalari berilgan,  A(1;-4)    

C(-1;3).   Romb diogonallarining tenglamasini yozing.  

15.19. Agar  A(-5;5)  va  B(3;1)  uchburchakning uchlari,   D(2;5)  esa balandliklari 

kesishgan nuqta bo’lsa,  uchburchak tomonlarining tenglamasini yozing.  

15.20. 2x+2у-5=0  to’g’ri chiziq  Ox  o’qining musbat yo’nalishi bilan qanday 

burchak hosil qiladi?  

15.21. Oу  o’qidan  b=1  birlikka teng kesma ajratuvchi Ox o’qining musbat 

yo’nalishi bilan  α =
3

2π   burchak hosil qiluvchi to’g’ri chiziq tenglamasini 

yozing. 

15.22. Koordinata boshidan va  A(-2;-3)  nuqtadan o’tuvchi to’g’ri chiziq 

tenglamasini yozing.  

15.23. M(-3;-4)  nuqtadan o’tuvchi koordinata o’qlariga parallel to’g’ri chiziqlar 

tenglamasini yozing. 

15.24. O(0;0)  va  A(-3;0)  nuqtalar berilgan OA  kesmada parallelogramm yasalgan, 

uning diogonallari B(0;2)  nuqtada kesishadi.  Parallelogramm tomonlari va 

diogonallari tenglamasini yozing. 

15.25. Tomonlari  8 sm  va  2 sm bo’lgan teng yonli trapetsiyaning o’tkir burchagi  

45 . Trapetsiyaning katta asosi  Ox  o’qida yotsa,  Oу  o’qi esa trapetsiyaning 

simmetriya o’qi bo’lsa, trapetsiyaning tomonlari tenglamasini yozing.  

0

15.26. Agar to’g’ri chiziq koordinata o’qlari bilan hosil qilgan uchburchak yuzi  6 

kv.b. bo’lsa va to’g’ri chiziq  (-4;6)  nuqtadan o’tsa, uning tenglamasini yozing. 

15.27. To’g’ri chiziqlar orasidagi burchakni toping: 

             a)          b)   
⎩
⎨
⎧

=++
=+

0946
023

уx
уx

⎩
⎨
⎧

=+
=−

1168
043

уx
уx

15.28. Uchlari  A(-2;0),    B(2;4)   va   C(4;0)  bo’lgan uchburchak berilgan. 

Uchburchak tomonlari,  AE  medianasi,   BD   balandlik tenglamalarini,   AE  

mediana uzunligini toping.  
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15.29. Tomonlari  x+у=4,  3x-у=0,   x-3у-8=0   tenglamalar bilan berilgan 

uchburchakni burchaklari,  uchlari va uchburchakni yuzini toping.  

15.30. Koordinatalar boshidan  2x+у=a  to’g’ri chiziq bilan teng yonli uchburchak 

hosil qiluvchi ikki o’zaro perpendikulyar to’g’ri chiziq o’tkazilgan. Shu 

uchburchakning yuzini toping. 

       Ko’rsatma:  2x+у=3  bilan  у=kx  va  у=-
k
x   to’g’ri chiziqlarning kesishgan 

nuqtalari  M  va  N  ning koordinatalarini topgandan so’ng  OM=ON  

tenglikdan  k  ni topish kerak.  

15.31. Uchburchak  AB  tomonining tenglamasi  x-3у+3=0  va  AC  tomonining 

tenglamasi   x+3у+3=0   hamda   AD  balandligining asosi  D(-1;3)  berilgan 

bo’lsa,  uchburchakning ikki burchaklari topilsin. 

15.32. Romb ikki tomonining tenglamalari   x+2у=4  va  x+2у=10   hamda 

diogonallaridan birining tenglamasi   у=x+2   ma’lum bo’lsa,  romb uchlarining 

koordinatalari hisoblansin. 
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16. IKKINCHI  TARTIBLI  EGRI  CHIZIQLAR 
 

10. Markazi koordinata boshida, radiusi R bo’lgan aylana tenglamasi(1-rasm): 
                                                                                  (1)            y      222 Ryx =+
                                                                                                                       R           

                    
x  

 
 

1- rasm. 
20. Markazi (a;b) nuqtada, radiusi R bo’lgan aylana tenglamasi (2-rasm): 
                                                                (2)        y 222 )()( Rbyax =−+−
                                                                                                        b               R 

73

 
 

        a      x  
2-rasm.    

30. Ellips (3-rasm):                                                             y                                              
                                                                                                            M 
                                                                                                                                                    
                                                                                     F1               F2          x 

 
3-rasm.    

Fokus deb ataluvchi F1(-c;0) va F2(c;0) nuqtalardan |F1M|+|F2M|=2a masofaga teng 
ixtiyoriy M(x;y) nuqtalar to’plami ellips deyeladi. F1M va F2M kesmalar fokal 
radiuslar deyiladi, hamda 

|F1M|= 22)( ycx ++  
  |F2M|= 22)( ycx +−   (3) 

ga teng.  Ellipsning kanonik tenglamasi: 

12

2

2

2

=+
b
y

a
x      (4) 

bunda  22 cab −= .  Ellipsning kichik yarim o’qi b, katta yarim o’qi a. Markazi esa     
O(0;0) – koordinata boshi.  Ellipsning uchlari (-a;0), (a;0), (0;-b), (0;b).  Ellipsning 
simmetriya markazi O(0;0), simmetriya o’qlari Ox, Oy  o’qlar.  Ellipsning 
ekstsentrisiteti 1<=

a
cε  ga aytiladi.  

40. Giperbola (4-rasm):                                                    y 
                                                                                                    B2 
 
                                                                                       A1    

                      A2
                                                                                F1                           F2       x 

 

                                                                                                    B1                 



4-rasm. 
 

okuslar F1(-c;0) va F2(c;0) gacha bo’lgan masofalar ayirmasi. F
aMFMF 221 =−  

ga teng ixtiyoriy M(x;y) nuqtalar to’plamiga giperbola deyiladi.  
Kanonik tenglamasi: 

12

2

2

2

=−
b
y

a
x     (5) 

bunda 22 acb −= . Haqiqiy uchlari: A1(-a;0), A2(a;0); mavhum uchlari:B1(0;-b), 
.  GiperbolaB2(0;b) ning asimtotalari: xby =   (I va III choraklardan o’tadi)  va 

a

x
a
by −=   (II va IV choraklardan o’tadi).   

Yarim o’qlari teng, ya’ni ba =  giperbolaga teng tomonli giperbola deyiladi   
(5-ras

iteti:  

m) va 222 ayx =−  ko’rinishida ifodalanadi.   

Ekstrisentris 1>                                       =
a
cε     y 

            

                                                                   
       x 

-rasm. 
 

0. Parabola (6-rasm):  Fokusi F

                                                                                        B2 
 

                      A1      
                  A2

                                                                                F1                           F2
                                                                                                    B1                 

 
 
5

5 ( 0;
2
p ) dan va direktrisasi 

2
px −=  to’g’ri 

amiga p

 (6) 
 

 
               y 

 

                                                                              

chizig’igacha teng masofada yotuvchi ixtiyoriy M(x;y) nuqtalar to’pl arabola 
deyiladi.  Parabolaning kanonik tenglamasi: 
                                                                   

pxy 22 =    

 
 
 
 
 

 
                                        x 
                                                                                             0                 F 

 

 74



                                                                      6-rasm. 

arabolaning uchi koordinata boshi O(0;0). Fokusdan direktrisa to’g’ri 

 

Mustaqil yechish uchun misollar: 

16.1. A(-4;6) nuqta berilgan  tenglamasini tuzing. 

16.3 lananing Oy o’qi bilan kesishgan nuqtalariga o’tkazilgan 

16.4 lardan o’tuvchi aylana tenglamasi yozilsin.           

16.5 o’g’ri chiziqning 

16.6. Katta o’qi 8 va kichik o’qi 6 bo’lgan ellipsning tenglamasini tuzing. Ellips 

 
P
chizig’igacha bo’lgan masofa p ga teng. 
 

. Diametri OA kesma bo’lgan aylana
16.2. A(-6;0) nuqtadan o’tuvchi va Oy o’qiga koordinatalar boshida urinuvchi aylana 

tenglamasini tuzing. 
. x2+y2+4x-6y=0 ay
radiuslari orasidagi burchak topilsin. 
. A (-1;3), B (0;2) va C (1;-1) nuqta
Ko`rsatma: Izlanayotgan aylananing tenglamasini x2+y2+mx+ny+p=0 
ko`rinishida yozib, undagi x va y lar o`rniga berilgan har bir nuqtaning 
koordinatalarini qo`ygandan so`ng m, n va p larni topish kerak. 
. A(4;4) nuqtadan va x2+y2+4x-4y=0 aylana bilan y=-x t
kesishgan nuqtalaridan o’tuvchi aylana tenglamasi yozilsin. 
Ellips.  

tenglamasi  12

2

2

2

=+
b
yx  dan masalani shartiga ko’ra topamiz. 2a=8, 2b=6; ya’ni 

a=4, b=3. Bularni ellips tenglamasiga q

a

o’yamiz.  1
916

22

=+
yx  

16.7. 4x2+ 9y2=36 ellips tenglamasidan uning o’qlari, fokuslari va ekstsentrisitetini 
toping.  

 4x2+ 9y2=36 

 Tenglamani  ikkala tomonini 36 ga bo`lamiz.  1
22

=+
y      a
49

x

 c2=9-4=5;   c=+

2=9;  a=+3;  b2=4;  

5 ;   ε =
3
5 .b=+2;   c2=a2-b2   dan   

 Demak, 2a=6;   2b=4; 

 F1 ( 5 ,0);    F2 (- 5 ,0);    ε =
3

1p  5

16.8 etri  

asini yozing. Har bir ellipsni chizing va 

16.9

km ga teng bo’lsa, Yer orbitasining katta yarim 

. Katta yarim o’qi a=5 va c param
1) 4.8;   2) 4;   3) 3;   4)1.4;   5) 0  
Berilgan ellipsni kanonik tenglam
ularning ekstsentrisitetini toping. 
. Yer fokuslaridan birida Quyosh joylashgan ellips bo`yicha harakat qiladi. 
Quyoshdan Yergacha bo’lgan eng kichik masofa taxminan 147.5 million km ga, 
eng katta masofa 152.5 million 
o’qi va ekstsentrisiteti topilsin.  
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16.10. Ekstsentrisiteti ε =
4
3  bo’lgan va M = (-4; 21 ) nuqtadan o’tuvchi el

tenglamasini yozing va M nuqtaning foka

lips 

l radius-vektorlarini toping.  
16.11. Koordinata o’qlariga nisbatan simmetrik bo’lgan ellips M (2; 3 ) va B (0;2) 

nuqtalaridan o’tadi. Uning tenglamasi yozilsin va M nuqtadan fokuslarigacha 
bo’lagan masofa topilsin. 

 

asidagi masofaga teng bo’lsa, uning ekstsentrisiteti topilsin. 

16.1

16.12. 9x2+ 25y2=225 ellipsda shunday M (x;y) nuqta topilsinki, undan o’ng 
fokusgacha bo’lgan masofa chap fokusgacha bo’lgan masofadan 4 marta katta
bo’lsin. 

16.13. Agar ellipsning fokuslari orasidagi masofa uning katta va kichik yarim 
o’qlarining uchlari or
Giperbola.  
4. Fokuslari orasidagi masofa 2 11  bo’lib, o’zi (9;-4) nuqtadan o’tgan giperbola 
tenglamasini tuzing. 

2c=2 11 ,  bundan c= 11  .  Giperbola (9;-4) nuqtadan o`tganligi 
adi, ya’ni 

 Shartga asosan 
uchun bu nuqta giperbola tenglamasini qanoatlantir

 122 =−
ba

    )4(9 22 −    

 81b2-16a2=a2b2

 a2+b2=c2=11  buni ellips tenglamasiga qo`yamiz. 

 

 81b2-16(11-b2)=(11-b2)b2

 b4-86b2-176=0 
 b1

2=2;   b2
2=-83 

a2=11-b2=9 

 Demak, giperbola tenglamasi quyidagicha bo`ladi:  1
29

22

=−
yx  

16.15. 16x2-2y2=400 giperbola tenglamasi berilgan. Uning o’qlari, fokuslari, 
ekstsentrisitetini toping va asimptotasinining tenglamasini tuzing. 

16.16. Giperbolaning ekstsentrisiteti 2  ga teng va M (2a; a 3 ) nuqtadan o’tadi. 
Giperbolani sodda teglamasini tuzing. 

16.17. Giperbolani fokuslari F 1(- 7 ;0) va F 2  ( 7 ;0) nuqtalarda joylashgan. Agar 
Giperbola A(2;0) nuqtadan o’tsa, uning asimptotalari tenglamasini tuzing. 

12

2

216.18. 
2

ba
x    giperbolaning fokusidan asimptotalarigacha bo’lgan masofalar va 

asimptotalari orasidagi burchak topilsin. 
9. Biror uchidan fokuslarigacha bo’lgan masofalari 9 va 1 ga te

=−
y

16.1 ng bo’lgan 
ng kanonik tenglamasi yozilsin. giperbolani

16.20. M ⎟
⎠

⎜
⎝

5
2

;6  nuqtadan o’tuvchi, koordinata o’qlariga nisbatan simmetri⎞⎛ 3 k bo’lgan 

giperbolaning haqiqiy yarim o’qi a=4. Giperbolaning chap fokusidan 
asimptotalariga tushirilgan perpendikulyarning tenglamalari yozilsin. 
Parabola. 

16.21. Parabola (3;5) nuqtadan o’tadi. Uning kanonik tenglamasini yozing.  
Parabola (3;5) nuqtadan o’tganligi uchun tenglamasini qanoatlantiradi.  
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pxy 22 =             x=3           y=5 

3225 ⋅⋅= p           25=6p          
6

=p  

Demak,    

25

xy 2522 ⋅=                xy 252 =      -   parabolaning kanonik tenglam
6 3

asi. 

16.2  va C(1;-1) nuqtalardan o’tuvchi aylana tenglamasini yozing. 
(2

16.22. 1) (0;0)  va  (1;-3)  nuqtalardan o’tuvchi va Ox  o’qqa nisbatan simmetrik;  
     2) (0;0) va  (2;-4)  nuqtalardan o’tuvchi va Oy  o’qqa nisbatan simmetrik bo’lgan 

parabola tenglamasi yozilsin. 
16.23. Agar parabola x=y to’g’ri chiziq va 06 22 =++ yxx  aylananing kesishish 

nuqtalaridan o’tsa, uning tenglamasi va direktrisasini yozing. 
16.24. xy 62 =  parabolada fokal radius vektor 4.5 ga teng bo’lgan nuqtani toping. 

5. A(-1;3),  B(0;2)
16.26. Ellips M 3 ; 6 ) va A(6;0) nutalardan o’tadi. Uning tenglamasini, 

ekstsentrisitet tadan fokuslargacha bo’lgan masofani yozing. 
7. x

i va M nuq
16.2 ipsning “yuqori” uchida bo’lgan va uning 

16.2

2+4y2=4 ellipsning, markazi shu ell
fokuslaridan o’tuvchi aylana bilan umumiy nuqtalari topilsin. 
8. y2=a2+x2 giperbola fokuslari koordinatalarini va asimptotalari orasidagi 
burchakni toping. 

16.29. Uchlari 1
925

22

=+
yx  ellipsning fokuslarida, fokuslari esa uning uchlarida 

bo’lgan giperbola tenglamasini yozing. 
16.30. 1) (0;0) va (-1;2) nuqtalardan o’tuvchi va Ox o’qiga simmetrik.  

2) (0;0) va (2;4) nuqtalardan o’tuvchi va Oy o’qiga simmetrik bo’lgan parabola 
tenglamasini yozing. 

16.31. Markazi y2 = 2px parabolaning fokusida bo’lib, parabola direktrisasiga 
urinuvchi aylana tenglamasi yozilsin. Parabola va aylananing kesishgan nuqtalari 
topilsin.  
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17. FAZODA  TEKISLIK  TENGLAMALARI 
10.  Uch o’lchovli  Oxyz   koordinatalar sistemasida berilgan tekislik tenglamasi:  

Ax+By+Cz+D=0      )0222 ≠++ CBA         (                   (1) 

        N (A;B;C)  tekislikka perpendikulyar bo’lgan normal vector deyiladi. 

20.  );;( 1111 zyx   nuqtadan o a  M ’tuvchi v );;( CBAN   vektorga perpendikulyar tekislik 

et nglamasi: 

        0)()()( 111 =−+−+− zzCyyBxxA                                          (2) 

an o`tadi; 

40.  Tekisliknin ’yicha tenglamasi:   

30.  Ax+By+Cz+D=0  tenglamaning maxsus hollari: 

1)  D=0 bo’lganda,  Ax+By+Cz=0 tekislik koordinatalar boshid

2)  C=0 bo’lgan,  Ax+By+=D=0  tekislik  Oz  o’qiga parallel; 

3)  C=D=0 bo’lganda, Ax+By=0  tekislik  Oz  o’qidan o’tadi; 

4)  B=C=0 bo’lganda,  Ax+D=0 tekislik  yOz tekislikka parallel; 

5)  Koordinata tekisliklarining tenglamalari:  x=0,  y=0  va  z=0. 

g koordinata o’qlaridan ajratgan kesmalar bo

1=++
c
z

b
y

a
x                                                                          (3) 

k dagi burchak: 50.  Ikki te islik orasi

1

1

2
1

2
1

2
1

22

111 )(
NN
NN

CBAC

CCBBAACos
•

•
±=

++•+

+
±=α          (4) 

2 BA +

+               

        formuladan topiladi, bunda N   va   1N   mos ravishda  Ax+By+Cz+D=0 va 

01111 =+++ DzCyBxA   tekis ektorlari. liklarga normal v

        Parallellik sharti:  
111 C

CBA
==                                                (5) 

:  

BA

        Perpendikulyarlik sharti                          (6) 0111 =++ CCBBAA

60.  );;( 0000 zyxM   nuqtadan o’tuvchi  Ax+By+Cz+D=0  tekislikkacha bo’lgan 

:   
222

000 DCzByAx +++
masofa

CBA
d

++
=                                 

70.  Berilgan ikki tekislikning kesishgan chizig’idan o’tuvchi barcha tekisliklar 

dastasining tenglamasi quyidagicha yoziladi:  

             (7) 
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                0)()( 111 =+++++++ zCyBxADCzByAx Dβα                   (8) 

ir to’g’ri chiziqda yotmaydigan uchta    80.  B          va  333 zyx   

                     

),;;( 111 zyx );;( 222 zyx );;(

nuqtadan o’tuvchi tekislik tenglamalari: 

012 =− zz                                           
131313 −−− zzyyxx

 

1212

111

−−
−−−

yyxx
zzyyxx

     (9) 

17.1.  M2(1;3;5)  nuqtalar berilgan,  M1   nuqtadan o’tuvchi  va  

N=

Mustaqil yechish uchun misollar: 

M1(0;-1;3)  va  

2

( )

1 MM    vektorga perpendikulyar tekislik tenglamasi yozilsin.  

17.2.  M   nuqtadan o’tuvchi va    vektorga perpendikulyar tekislik 0;;aa OM

tenglamasi yozilsin.  

17.3.  );
2

;( aaaA −    va   )0;
2

;0( aB    nuqtadan teng uzoqlikda bo’lgan nuqtalar geometrik 

o’rnining tenglamasi yozilsin.  

17.4.  M1(0;1;3)  va  M2(2;4;5)  nuqtalardan o’tuvchi va  Ox  o’qqa parallel tekislik 

17.5 ;-2;3)  nuqtadan o’tuvchi tekislik tenglamasi yozilsin. 

17.7 Oz  o’qlardan  a  va  c  kesmalar ajratuvchi tekislik 

17.8  o’qlaridan teng kesmalar ajratuvchi 

hi va  Ox  va  Oy  o’qlaridan  a=4  va  b=3  kesmalar 

ilsin. 

       

in.  

tenglamasi yozilsin. 

.  Ox  o’qdan va  M(0

17.6.  Oz  o’qdan va  M(2;-4;3)  nuqtadan o’tuvchi tekislik tenglamasi yozilsin. 

.  Oy  o’qqa parallel,  Ox  va  

tenglamasi yozilsin. 

.  M(2;-1;3)  nuqtadan o’tuvchi va koordinata

tekislik tenglamasi yozilsin.  

17.9.  M(-4;0;4)  nuqtadan o’tuvc

ajratuvchi tekislikning tenglamasi yoz

17.10.  1) x-2y+2z-8=0  va  x+z-6=0    

       2) x+2z-6=0  va  x+2y-4=0 

tekisliklar orasidagi burchak topilsin. 

17.11.  (2;2;-2)  nuqtadan o’tuvchi va  x-2y-3z=0  tekislikka parallel tekislik topils
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17.12.  (-1;-1;2)  nuqtadan o’tuvchi va  x-2y+z-4=0  hamda  x+2y-2z+4=0  

tekisliklarga perpendikulyar tekislikning tenglamasi yozilsin.  

17.1 asi yozilsin. 

n.  

kning tenglamasi yozilsin.  

 perpendikulyar tekislikning tenglamasi yozilsin. 

kning 

17.2

17.13.  M(-1;2;3)  nuqtadan  OM  ga perpendikulyar tekislik tenglamasi yozilsin. 

4.  Oy  o’qdan va  (4;0;3)  nuqtadan o’tuvchi tekislikning tenglam

17.15.  Oz  o’qqa parallel hamda  M1(2;2;0)  va  M2(4;0;0)  nuqtalardan o’tuvchi 

tekislikning tenglamasi yozilsin.  

17.16.  M(1;-3;5)  nuqtadan o’tuvchi va  Oy  va  Oz  o’qlardan  Ox  o’qdagidan ko’ra 

ikki marta katta kesma ajratuvchi tekislik tenglamasi yozilsi

17.17.  (0;0;a)  nuqtadan o’tuvchi va  x-y-z=0  hamda  2y=x  tekisliklarga 

perpendikulyar tekisli

17.18.  M1(-1;-2;0)  va  M2(1;1;2)  nuqtalardan o’tuvchi hamda  x+2y+2z-4=0 

tekislikka

17.19.  M1(1;-1;2),  M2(2;1;2)  va  M3(1;1;4)  nuqtalardan o’tuvchi tekisli

tenglamasi yozilsin.  

0.  Oz  o’qdan  052 =−+ zyx    tekislik bilan 600  burchak tashkil etuvchi 

17.2

17.2 0;1)  nuqtalardan o’tuvchi 

17.23.  4x+3y-5z-8=0  va  4x+3y-5z+12=0  parallel tekisliklar orasidagi masofa 

sin. 

17.24.  2x-y+3z-9=0;  x+2y+2z-3=0;  3x+y-4z+6=0  tekisliklarning kesishgan nuqtasi 

topilsin.  

17.25.  (2;-1;1)  nuqtadan o’tuvchi va  3x+2y-z+4=0  va  x+y+z-3=0  tekisliklarga 

perpendikulyar tekislikning tenglamasi yozilsin.  

 

 

tekislik tenglamasi tuzilsin.  

1.  (5;1;-1)  nuqtadan  x-2y-2z+4=0  tekislikkacha bo`lgan masofa topilsin. 

2.  (4;3;0)  nuqtadan  M1(1;3;0),  M2(4;-1;2)  va  M3(3;

tekislikkacha bo’lgan masofa topilsin.  

topilsin. Ko’rsatma. Birinchi tekislikda ihtiyoriy, masalan (2;0;0)  nuqta olib, 

undan ikkinchi tekislikkacha bo’lgan masofa topil
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18. FAZODA TO’G’RI CHIZIQ TENGLAMASI 
 

10.  A(a;b;c)  nuqtadan o’tuvchi va  P(m;n;p) vektorga parallel bo’lgan to’g’ri 

chiziq tenglamalari.  N(x;y;z)-to’g’ri chiziqning ixtiyoriy nuqtasi bo’lsin  

p
cz

n
by

m
ax −

=
−

=
−                                                              (1) 

       Bu tenglamalar to’g’ri chiziqning kanonik tenglamalari deyiladi. P(m;n;p)  

vektor to’g’ri chiziqning yo’naltiruvchi vektori deyiladi.  

20.  (1) tenglamadagi har bir nisbatni  t  parametrga tenglab, to’g’ri chiziqning       

⎪
⎧ =x

⎪
⎨ += bnty                                                                (2) 
⎩ cptz +=

+ amt

       ko’rinishdagi parametric tenglamalariga ega bo’lamiz. 

111 z   va    dan o’tuvchi to’g’ri chiziq tenglamalari: 30.  Ikki nuqta  ;( yx ); );;( 222 zyx

                               
121212 zzyyx −−−

111 zzyyxx −
=

−
=

−      
x

                                      (3)  

ri: 

                      

0 k

40.  To’g’ri chiziqning umumiy tenglamala

                                                     (4) 
⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

0
0

1111 DzCyBxA
DCzByAx

5 .  I ki to’g’ri chiziq orasidagi burchak  

2
1

2
1

2
1

222

111

pnmpnm

ppnnmmС                         (5)os
++•++

•+•+•
=ϕ                                 

60.  
p

cz
n

by
m

ax −
=

−
=

−    to’g’ri chiziq bilan  Ax+By+Cz+D=0 tekislik orasidagi 

       

burchak  

                         
222222 pnmCBA

CpBnAmSin
++•++

++
=ϕ                        (6) 

Parallellik sharti:  Am+Bn+Cp=0                                                  (7) 

Perpendikulyarlik sharti

        

        :  
p
CBA

nm
==                                              (8) 

i  (2)  ko’rinishidagi to’g’ri 

chiziqning parametrik tenglamalari tekislikning   Ax+By+Cz+D=0   

70.  Tekislik bilan to’g’ri chiziqning kesishgan nuqtas
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tenglamasidagi x, y, z  larning  t  ga nisbatan yozilgan qiymatlarini qo’yamiz. 

adan  t0 ni, so’ngra kesishgan nuqta koordinatalari  x0, y0, 

z0 ni topamiz.  

80.  Ikki to’g’ri chiziqning bir tekislikda yotish sharti:  

Hosil bo’lgan tenglam

0
111

=pnm                                        (9)                                  
1p

a

 

ltiruvchi kosinuslari topilsin. 

18.5 qtadan o’tuvchi va 

−−− ccbba

11 nm

Mustaqil yechish uchun misollar: 

18.1.   x=4,   y=3  to’g’ri chiziq yasalsin va uning yo’naltiruvchi vektori topilsin.  

⎧ = 3y ⎧ = 2y ⎧ =x 418.2.   1) 
⎩
⎨ = 2z

      2) 
⎩
⎨ += 1xz

        3) 
⎩
⎨ = yz

 

       To’g’ri chiziqlar yasalsin va ularning yo’naltiruvchi vektorlari aniqlansin. 

18.3.   A(-1; 2; 3)  va  B(2; 6; -2) nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri chiziq tenglamalari 

yozilsin va uning yo’na

18.4.   A(2; -1; 3)  va  B(2; 3; 3)  nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri tenglamalari yozilsin. 

.   1) (-2; 1; -1)  nu  { }3;2;1−P   vektorga parallel bo’lgan; 

tenglamalari yozilsin.  

18.6.   =0  tekislik orasidagi 

      2) A(3; -1; 4)  va  B(1; 1; 2)  nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri chiziqning 

y=3x-1,  2z=-3x+2  to’g’ri chiziq bilan  2x+y+z-4

burchak topilsin.  

18.7.   
312

=
−

=   to’g’ri chiziq  2x+y-z=0  tekislikka parallel ekanligi, 111 −++ zyx

3
3

1
1

2
+

=
−

z   to’g’ri chiziq esa shu tekislik ustida yotishi ko’rsatilsin. 

(-1; 2; -3)  n

 

1 +
=

+ yx

18.8.   uqtadan o’tuvchi va x=2, y-z=1  to’g’ri chiziqqa 

perependikulyar tekislikning tenglamasi yozilsin. 

18.9.   
3

1
2

3
1

2 +
=

−
=

− zyx    to’g’ri chiziqdan va  (3; 4; 0)  nuqtadan o’tuvchi 

tekislikning tenglamasi yozilsin.  
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18.10.   
2

21
1

1 +
=

+
=

− zyx    to’g’ri chiziqdan o’tuvchi va  2x+3y-z=4  tekislikka 
2

 o‘qqa 

18.12.   x=2z-1;   y= -2z+1  to’g’ri chiziq bilan (1; -1; -1)  nuqta va koordinatalar 

boshidan o’tuvchi to’g’ri chiziq orasidagi burchak topilsin.  

(2; -3; 4)  nuqtad nglamalari 

18.1 dan  

perpendikulyar tekislikning tenglamasi yozilsin.  

18.11.   (a; b; c)  nuqtadan o’tuvchi va: 1) Oz o’qqa parallel;  2)  Oz 

perpendikulyar bo’lgan to’g’ri chiziq tenglamalari yozilsin.  

18.13.   an Oz  o’qqa tushirilgan perpendikulyarning te

yozilsin.  

Ko’rsatma. Izlangan to’g’ri chiziq (0; 0; 4)  nuqtadan ham o’tadi.  

4.  N(2; -3; 4)  nuqta
5

1
4

2
3

1 −
=

+
=

+ zyx   to’g’ri chiziqqacha bo’lgan 

masofa topilsin. 

Ko’rsatma. A(-1; -2; 1) - to’g’ri chiziqdagi nuqta;  { }5;4;3P  - to’g’ri chiziqning 

yo’naltiruvchi vektori. U vaqtda 
PANP

ANd =
•

== αsin
ANPPAN ••

 

18.15.   
02zy

  to’g’ri chiziq tenglamalari:  

ts yalari bo’yicha;  2)kanonik ko’rinishda yozilsin. To’g’ri chiziqning 

 to’g’ri chiziq va  uning 

proektsiyalari yasalsin. 

0; -4; 0)  nuq ’

AN

⎩
⎨
⎧

−
=−++

2
01682

x
zyx

=+−

1) proek i

koordinatalar tekisliklaridagi izlari topilsin,

18.16.    A( tadan o tuvchi va  { }3;2;1P   vektorga parallel to’g’ri chiziq 

tenglamalari yozilsin;  to’g’ri chiziqning  xOz  tekisligidagi izi topilsin. 

         

18.17.    x z naltiruvchi vektori topilsin. 

18.18.    (2; -3; 4)  nuqtadan  Oy  o’qqa tushirilgan perpendikulyarning tenglamalari 

in. 

18.1
=

=+

⎩ =+− xz
y

zx 3
082

052
 

       to’g’ri chiziqlar orasidagi burchak topilsin. 

 

=3,   =5  to’g’ri chiziqning yo’

yozils

9.   ⎨
⎧ −

⎨
⎧ =−− x

va
yx 3072

⎩
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18.20.    
2

1
12

−
==

− zyx    v     3 a
21

1
2

1 zyx
=

−
=

+    parallel to’g’ri chiziqlardan o’tuvchi 

tekislikning tenglamasi yozilsin. 

x

18.22.   

18.21.    =2t-1,   y=t+2,    z=1-t    to’g’ri chiziqning   3x-2y+z=3   tekislik bilan 

kesishgan nuqtasi topilsin. 

2
1

1
1

2
+

=
−

=
zyx    to’g’ri chiziqning   x+2y+3z-29=0   tekislik bilan 

kesishgan nuqtasi topilsin. 

18.23.       va    
⎭
⎬
⎫

+=
−=

12
2

zy
zx

1
2

1
4

3
2 −

=
−

=
− zyx  

       to’g’ri chiziqlarning kesishuvchi ekanligi ko’rsatilsin va ular yotgan 

tekislikning tenglamasi yozilsin.  

 

18.24.   (2; 1; 0)  nuqtadan   x=3z-1;  y=2z   to’g’ri chiziqqa tushirilgan 

perpendikulyarning tenglamalari yozilsin. 
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19. TO‘PLAMLARGA   DOIR  MISOLLAR 
n  o‘lchovli haqiqiy arifmetik fazoda ikki ( )nxxxM va ( )nyyN ;....; 21  

nuqtalar  orasidagi m

;....; 21  

asofa:  

)

y

( ) (∑
=

−=
n

i
ii yxNMd

1

2; . 

formula  asosida hisoblanadi va quyidagi  xossalarga  bo‘ysinadi: 

1) Har qanday  M va N  nuqtalar uchun  d( M;N)=d(N;M); 

2) d(M;N)≥0,  yani  agar  M≠ N bo‘lsa , ( ) 0; >NMd  va agar M=N bo`lsa, 

d(M,N) =0; 

chak  tengsizligi  deb  

aytiluv batlar  o‘rinli. 

3)  Har qanday  M, N va K  nuqtalar  uchun  uchbur

chi  d( M; N)≤d( M;K )+ d(K; N) munosa

n o‘lchovli haqiqiy arifmetik fazoda ( )020100 ;...;; nxxxM  nuqta va r>0 son 

berilgan bo‘lsin. Rn fazoda M0 nuqtaning r atrofi deb, M0  markazdan r sondan kichik 

masofada yotuvchi mumkin bo‘lgan barcha M(x1;x2;……xn) nuqtalar to‘plamiga 

aytiladi va Sr(M0) yozuv bilan belgilanadi:  

Sr(M0)={M(x1;x2……xn)Є dRn (M;M0)‹ r}. 

 Rn fazoda n-o‘lchovli nuqtalarning biror-bir V to‘plami berilgan bo‘lsin.V 

to‘plamga tegishli har qanday M(x1;x2;……xn) nuqtaning har bir koordinatasi uchun 

|x1|≤A, |x2|≤A,… …,|xn|≤A  munosabatlarni qanoatlantiruvchi A›0 son  mavjud bo‘lsa, 

V nuq

ki nuqtasi deb, o‘zining  biror-bir  

atrofi a

to‘plamg agan nuqtalardan  iborat nuqtaga aytiladi. 1-rasm.             

1-rasmdagi M0  nuqta V to‘plamning ichki, M1 nuqta  esa chegaraviy  nuqtasidir. 

talar  to‘plamiga  Rn fazoda  chegaralangan  to‘plam deyiladi.  

 n  o‘lchovli  V  nuqtalar  to‘plamining ich

 bil n V to‘plamga tegishli nuqtaga aytiladi.  

 V nuqtalar to‘plamining  chegaraviy  nuqtasi deb, har qanday atrofi  

a  tegishli va tegishli bo‘lm

. M1VV

. M0 
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V nuqtalar to‘plamining barcha chegaraviy nuqtalari to’plamiga uning  

chegarasi  deyiladi. 

n   o‘lchovli V nuqtalar to‘plamining quyuqlashish nuqtasi deb, har bir atrofi V  

to’plamning cheksiz ko‘p nuqtalarini o‘z ichiga oluvchi M0ЄV  nuqtaga aytiladi. 

Har bir n-o‘lchovli  quyuqlashish nuqtasi o‘ziga tegishli nuqtalar to‘plamiga Rn 

fazoda yopiq to‘plam deyiladi. Har bir n o‘lchovli nuqtasi ichki nuqta bo‘ladigan 

nuqtalar to‘plamiga esa Rn da ochiq to‘plam deyiladi. 

Rn fazoda chegaralangan va yopiq n o‘lchovli nuqtalar to‘plamiga ixcham 

(kompakt) nuqtalar to‘plami deyiladi.  

Rn fazoda [MN] kesma yoki M va N nuqtalarning chiziqli qavariq 

kombinatsiyasi deb, quyidagi to‘plamga aytiladi: 

         [MN]={P Є Rn| P=αM+(1-α)N,             αЄ[0;1]}. 

Har qanday ikki M1 va M2 nuqtalari qaralmasin, ularni tutashtiruvchi   [M1M2] 

kesma ham V to’plamga tegishli bo‘lsa, V nuqtalar to‘plamiga Rn fazoda qavariq 

nuqtalar to‘plami deyiladi.           

2-rasmda qavariq nuqtalar to‘plami, 3-rasmda qavariq bo‘lmagan nuqtalar 

to‘plami tasvirlangan. 

              
2-rasm     3-rasm                                                  

V qavariq to‘plamning chetki nuqtasi deb, o‘zidan tashqari to‘plam 

nuqtalarining chiziqli qavariq kombinatsiyasi shaklida yoyilmaydigan yoki shuning 

o‘zi, uchlari to‘plamga tegishli biror-bir kesmaning o‘rta nuqtasi bo‘la olmaydigan 

nuqtaga aytiladi. 

    M1 

 

 

         M1 

M
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Mustaqil yechish uchun masqlar: 

Quyidagi sohalar  bilan chegaralangan  to‘plamlar  qavariq  to‘plam bo‘ladimi? 

19.1.  
6

33 1

x
x    ⎨

⎧
−⎩

⎨
⎧

=+
=+

176
8

21

2

x
x    19.2.  

≤+
≤+

2
2

21

21

xx
xx    

2052

21

21

21

xx
xx
xx

 19.4.    

19.5.   

⎩

19.3.   65   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥≥
≤+
≤+

0,0
30

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥≥
≥−
≤+−

0,0
12
12

21

21

21

xx
xx
xx

 

⎪⎩
⎨ ≤+− 01

3
1 2

21 xx
⎪⎧    19.6.   

an 2 ta uchburchak. 

19.11.    19.12. 

                                               

                   19.14. 

                                   

     

9.1

≤+ 62
2

2
1 xx

53 2
2

2
1 ≤+ xx  

Quyidagi to‘plamlar qavariqmi? 

19.7. Markazsiz doira. Markazsiz shar.  

19.8. Kesma va bu kesmada  yotmaydigan nuqta. 

19.9.  R3- fazoda umumiy nuqtaga ega bo‘lgan  2 ta tetraedr.  

19.10. R2- fazoda umumiy tomonga ega bo‘lg

 

19.13.                   

                   

                      

1 5. 
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Quyida qavariq to‘plamlar  berilgan. Harflar bilan berilgan nuqtalarning 

qaysilari chetki, ichki va chegaraviy nuqta ekanligini aniqlang: 

19.16.            

                                                                                                                                                                     

9.17. 

 

9.18.               

 

iq to‘plamlarni tekislikda 

tasvirlang. To‘plamning chetki nuqtalarini toping: 

19.19.       19.20.   

19.21.      19.22.  

              
 

 

1

 

1

 Quyidagi sohalar bilan chegaralangan qavar

⎩
⎨
⎧

≥+
≤+

632
632

21

21

xx
xx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤
≥+
≤+

50
32
33

1

21

21

x
xx
xx

 

⎩
⎨
⎧

≥+
≤+

2465.4
1243

21

21

xx
xx

⎩
⎨
⎧

≥≥
≤+

0,0
1243

21

21

xx
xx  
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20. SONLI  KETMA-KETLIKLARNING  LIMITI 
Har bir  n natural songa aniq bir nx  haqiqiy sonni mos qo‘yuvchi qonun 

berilgan bo‘lsa, R1  haqiqiy sonlar o‘qida x1, x2, ..., xn, ... ki  { }nx   nuqtalar (sonlar) 

ketma-ketligi  berilgan dey

, yo

iladi.  

 Masalan, har bir n natural songa xn= n
n )1(3 +  son mos qo‘yilgan bo
2

‘lsa,  

3; 
4
9 ;  2; 

8
15 ; ….; 

n
n
2

)1(3 + ; …. 

sonlar ketma-ketligi berilganligini anglatadi. 

a  sonning har qanday oldindan tayinlangan ε  atrofi uchun { }nx  sonli ketma-

ketlikning shunday bir N tartib raqamini ( ε ga bog‘liq ravishda) tanlash mumkin 

bo‘lsaki, barcha n>N  tartib raqamli hadlari ε<− axn  tengsizlikni qanoatlantirsa, a 

soni   so

etligi berilgan deyiladi va M1, M2, ..., Mk, ..., yoki 

{ }nx nli ketma-ketlikning limiti deyiladi.  

 n o‘lchovli haqiqiy fazoda har bir k natural songa aniq bir n o‘lchovli Mk 

nuqtani mos qo‘yuvchi qonuniyat o‘rnatilgan bo‘lsa, Rn  fazoda cheksiz  n o‘lchovli 

nuqtalarning ketma-k { }kM  

ko‘rin

k (2k; 

ishda yoziladi. 

 Masalan, har bir k natural songa ikki o‘lchovli  M
k
3 ) nuqta mos 

qo‘yilgan bo‘lsin. Bu esa, R2 haqiqiy koordinatalar tekisligida  

M1(2; 3), M2(4; 
2
3 ), M3(6  

k
3; 1), ..., Mn(2k; ), ...   

nuqtalar ketma-ketligi berilganligini anglatadi. 

 n o‘lchovli M  nuqtaning har qanday 0 ε atrofida berilgan nuqtalar 

ketma-ketligining biror-bir mos tartib raqamidan boshlab, barcha hadlari tegishli 

bo‘lsa, ya‘ni har qanday oldindan tayinlanadigan ε >0 uchun K tartib raqamni 

( ε ga bog‘liq ravishda) ko‘rsatish mumk k>K tartib raqamli in bo‘lsaki, barcha  
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hadlar  bo‘lsa( )0MSM k ε∈ , M0 nuqtaga  { }kM  nuqtalar ketma-ketligining limiti 

deyila
∞→

 misollar: 

. Umumi

yozing: 

di va  { } 0lim MM k =   ko‘rinishida yoziladi. 
k

 

Mustaqil yechish uchun

20.1 y hadi orqali berilgan ketma-ketlikning birinchi beshta hadini 

a) 
12

1
+

=
n

xn     b)  
1
2

3 +
+

=
n

xn  n

12 +
=

n
nxn 2

1)1
n

nn +   d)  c)  (xn −= . 

lari orqali umumiy hadining formulasini 

yozing

20.2. Ketma-ketlikning berilgan had

: 

a) ...;1 ;
24
1;

6
1;

2
1    b) ...;

25
63;

16
13;

9
72;

4
12;1  

c)   2;  10;  26;  82;  242;  730;  … 

20.3. Sonli ketma-ketlik chegaralanganligini isbotlang: 

2
1

2

2

+
+

=
n
na)  xn  

ot: Isb  
22 ++ nn

111
22

2

=
+n       va      −

22
110 2 ≤

+
<        shuning uchun 

n
1

2
1

<< nx . 

  ( )
2

11
2 +

+−
=

n

nn

n    c)  nSinxn =  b) x

d) x = ))1(1( n
n −−  

20.4. Sonli ketma-ketlik monoton

nnn  

ligini isbotlang: 

a) =xn )1(),1lg(lg >−−

Isbot: 
1

lg)1lg(lg =−−= nnxn  
−n
n

0)1lg(lg
1

lglg 221 <−==
−

−=−+ nnnn
xx nn .  Demak, ,01 nn xxx111 2 −+ nnn

1 nn x ,<−+ <+   

shuning uchun bu ketma-ketlik monoton kamayuvchi. 

b)     cnn
nx 23 −= ) 12 −= nxn  
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d)  ∑=
n

n kx . 

20.5. Ketma-ketlik limiti ta’rifidan foydalanib, quyidagilarni isbotlang: 

 

=k 1

a) 1
1

lim =
+∞→ n
n

n
 

Isbot: ixtiyor 0>iy  ε   son olamiz,    ε<−=−=− 1;111 nn xnx
++ 11 nn

  

tengsizlikni qanoatlantiruvchi n larni topish uchun  εp
1

1
+n

  tengsizlikni yechamiz.  

ε
ε−

>
1n .  Shunday qilib, 

ε
ε−1   sonining butun qismi ⎥⎦

⎤⎡ − ε1
⎢⎣

=
ε

N   bo‘ladi, u holda   

ε<  archa  Nn >   larda bajari−1nx  tengsizlik b ladi. ε -ixtiyoriy son bo‘lgani uchun   

.1
1

lim =
+∞→ n
n

n
 

99,99
01.0

01.01
>=⎥⎦

⎤
⎢⎣
− n   larda  ⎡=NAgar 01.0=ε   bo‘lsa,  01.01 <−nx   bo‘ladi. 

b)  2
12
14lim =

+
−

∞→ n
n

n
   c)  

5
3

15
13lim =

−
+

∞→ n
n

n
 

3
2

32
12lim −=

−
−

∞→ n
n

n
    qaysi n dan boshlab, 0001.0

3
2

32
12

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−

−
−

n
nd)    tengsizlik 

o‘rinli bo‘ladi? 

Quyidagi limitlarni toping: 

14
23

3

3

lim −
+

∞→ n
n

n
20.6.     20.7.  

1
32

3

3

lim −+
+

∞→ nn
n

n
 

20.8.  
15

)1(
3

3

l  im +
+

∞→ n
n

n
   20.9. 

n
nn

n +
+

∞→ 4

3 2

lim  

20.10.  
12

12
2

24

lim −+
++

∞→ nn
nn

n
   20.11. 

!)!1(
!lim nn

n
n −+∞→

    

20.12.  
n

n

n

3
1...11

22lim
+++∞→

  20.13. 

3

1...11 +++

42lim +
3...963 ++++ n  

∞→ nn

)!22()!32(
)!22()!12(lim +−+

+++
∞→ nn

nn
n

 20.14. )32(lim +nn −−
∞→

n
n

  20.15. 
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)12(8 333lim −−++
∞→

nnn
n

  20.17. 20.16. ⎟
⎠
⎞

−
+

14
... 2n

  

. 

⎜
⎝
⎛ ++

∞→

1
15
1

3
1lim

n

20.18 ⎟⎟
⎠

⎞
)31( 3lim −

nnCos  20.19. ⎜⎜
⎛

+
2

2

2!lim nnSinn
162 +∞→ nnn ⎝ −+∞→

2911 nnn
 

20.20. R2 fazoda quyidagi ketma-ketliklarning limiti   ekanligini 

isbotlang: 

2Ra∈

( ){ } 0),0,0(1,1
>∀=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= εa

nn
x na)    son olaylik. 

( ) ( ) ε<=⎟
⎠
⎞

⎝⎠⎝⎠⎝ ⎠⎝ 2

2 2
nnnnn

,   ρρ ⎜
⎛ −+⎟

⎞
⎜
⎛ −=⎟⎟

⎞
⎜⎜
⎛

⎟
⎞

⎜
⎛=

2

01010,0,1,1,ax n
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=>

εε
2;2 Nn   

bo‘ladi, u holda   ( )( ) ερ <ax n ,   tengsizlik barcha     larda bajariladi. Ta’rifga 

ko‘ra  

Nn >

( ) a
nnn
⎟
⎠

⎜
⎝∞→

lim

b)

==⎞ 0,0, . 

 

⎛ 11

 ( ){ } )0,0(,1,3
2 =
⎭⎠
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎞

⎜
⎝
⎛= a

nn
x n  

c)  ( ){ } ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−
= 1,

2
3,

2
2,

12
3 a

n
n

n
nx n  

R2 fazoda ketma-ketliklar limitini toping: 

20.21. ( )
⎟
⎟
⎞+⎞− 271 35 n

⎠⎝ −⎠⎝ 15nn⎜
⎜
⎛

⎟⎜
⎛= , 4

nx n   20.22.  ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝ 24 nn
⎛

+
+

=
4

1,59nx n   

3.  ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+

+

− nnn
n

n 48,
3

2 22

8
20.2 = n

n
x n 3 4

 

formulasini 

yozing: 

a)  

20.24.  Berilgan ketma-ketliklarning 5 ta hadini va umumiy hadi 

!;1 11 nxx n == +    b)  3;1 11 +== + nn xxx   

ng: 
1−     

20.25.  Ketma-ketlik chegaralanmaganligini isbotla

a)  xn = b)  ( ) nx 1−=  ( )nn n
n  

c)  nnxn
2
1log⋅=    d)  ntgxn =   

20.26.  Ketma-ketlik limitini ta’rifidan foydalanib isbotlang: 
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a)  
5
4

15
14lim  b)  1lim

2 + nn  =
+
−

∞→ n
n

n
  =

∞→ nn

c)  
5
3

15
13lim  dan lab  =

+
−

∞→ n
n

n
,  qaysi n bosh 001.0

5
3

15
13 −  <−

+n
n  tengsizlik o`rinli 

bo‘lad

i limitlarni toping: 

i? 

Quyidag

6
43

3

3

lim +
−

∞→ n
n

n
    20.28. 

)
 20.27.  

( 2

2

1
1lim +

++

∞→

nn
n

 

20.29.  

n

( )
10

1)1(
4

44

lim +
−++

∞→ n
nn

n
  20.30.  

22
1243 3

lim +
−+

∞→ n
nn

n
 

4 4

2

13
12lim
−+

+

∞→ nn
n

n
   20.32.  ( )

( )!2
!!1lim +

++
∞→ n

nn
n

 20.31.    

2

...21lim n
n

n

+++

∞→

   20.34.  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

1
2

1lim πnCos
nn

 20.33.  

20.35.  ( )
1

12...31
2lim
+

−+++
∞→ nn

n
n

    20.36. ( )
!log

!1log
lim n

n

a

a

n

+

∞→

   

20.37.  

( )1,2 >> an  

( )0
...1
...1

12

12

lim >>
++++
++++

−

−

∞→

ab
bbb
aaa

n

n

n
    

20.38.  ( )
!)!(
!!lim nkn

nkn
n −+

++
∞→

      20.39. )ln)12(ln(lim nnnn
n

−++
∞→

 

)12(...5312...642(lim −++++−++++
∞→

nn
n

 20.40. 
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21. FUNKSIYA.  FUNKSIYA  ANIQLANISH  SOHASI, 
QIYMATLAR  TO‘PLAMI,  JUFT-TOQLIGIGA  DOIR  

MISOLLAR 

 

y=f(x) (y=f(M)=f(x1, x2,..., xn)) funksiya berilgan R (Rn) fazoning qism osti 

to‘plamiga uning aniqlanish sohasi deyiladi va D(f) yoki D(y) yozuv bilan 

ifodalanadi. 

 y=f(x) (y=f(M)) funksiya o‘z aniqlanish sohasi D(f) ning har bir 

nuqtasida qabul qilishi mumkin bo‘lgan barcha qiymatlari to‘plamiga esa uning 

qiymatlari to‘plami  yoki o‘zgarish sohasi deyiladi. Funksiya qiymatlar to‘plami R1 

haqiqiy sonlar to‘plamining qism osti to‘plami bo‘lib,  E(f) yoki E(y) belgilar bilan 

yoziladi. 

  Agar har qanday  Vx∈±  lar uchun f(-x)=f(x) tenglik o‘rinli bo‘lsa, bir 

o‘zgaruvchili y=f(x) funksiya  V to‘plamda juft funksiya deyildi. Juft  funksiya grafigi 

0y ordinata o‘qiga nisbatan simmetrikdir. 

 Agar har qanday  Vx∈± lar uchun f(-x)=-f(x) munosabat o‘rinli bo‘lsa, 

y=f(x) funksiya V to‘plamda toq funksiya deyiladi. Toq funksiya grafigi esa 

koordinatalar boshiga nizbatan simmetrikdir.   

 y=f(x) funksiya uchun shunday bir musbat t son mavjud bo‘lsaki, 

funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli har qanday x va x+t nuqtalari uchun 

f(x+t)=f(x) tenglik bajarilsa, y=f(x) funksiya davriy funksiya deyiladi. t son esa 

funksiya davri deb yuritiladi. Amalda funksiya davrlari ichidan eng kichigi T ni 

topish masalasi qo‘yiladi. 

Mustaqil yechish uchun misollar: 

Quyidagi funksiyalarning aniqlanish sohasini toping: 

21.1. ( )
2

13arcsin321 −
+−=

xxxf  

Birinchi qo‘shiluvchi  021 ≥− x  da haqiqiy qiymatlarni qabul qiladi, ikkinchi 

qo‘shiluvchi esa  1131 ≤
−

≤−
x  bo‘lganda. Shunday qilib, funksiyaning aniqlanish 
2

sohasini topish uchun 
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⎪⎩ 2
⎪
⎪ −13

2
x

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−≥

≤
−

≥−

1

11
02

x
x

  tengsizliklar sistemasini yechib topamiz 3
1

3
1,1,

2
1

−≥≤ xx  ≤x

( )Demak,  ⎥⎦2
;

3
. ⎤

⎢⎣
⎡−=

11fD

( )34lg 2 +−= xxy21.2.     21.3. ( )43arcsin −= xy  

( ) 2
1lg
121.4. +y +
−

= x
x

   21.5. ( ) 29 xxSiny −−=  

21.6. 
x

y
2

arcsin=    21.7. x1 2+ xxy =  lg
1

216 xtgy −    21.9. 21.8. =
12 −− xx

21.10. ( ) ( )xCosxf ln= . 

 

Quyidagi funksiyalarning qi m

1
=y  

y atlar to‘plamini toping: 

, 

221 ⋅=+  ko‘rsatkichli funksiya, uning qiymatlar to‘plami 

21.11. 121 ++= xy

xxy 2= ( )∞+∈ ;0y , 

demak berilgan funksiyaning qiymatlar to‘plami ( )∞+;1  bo‘ladi yoki berilgan 

funksiyaning qiymatlar to‘plami uning teskari funksiyasi  ( ) 11log2 −−= yx  ning 

aniqlanish sohasi  bilan ustma-ust tushadi, shuning uchun . 

21.12. 

1>y ( ) ( )∞+= ;1yE

( ) ( )xCosxSiny −=    21.13. 
x

xy 1
+=  

21.14. 22 +−−= xxy    21.15. 
2
1

−
+

=
x
xy  

1
1

1
2 +
+

=
x

y21.16.    21.17. ( )x
y

−
=

1arcsin
1 . 

 

s : 

, 

Quyidagi funksiyalarni juft yoki toqligini tek hiring

21.18. xxy −+= 22
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( ) ( )xfxf =−  bo‘lganligi uchuxx =+− 22 n bu juft funksiyadir. 

x
x

x
y

1
1

1

+
+

21.19.    21.20. xSiny =  =

2

5 xexy −=     21.22. 
Cosx

Sinx
y

−
=

1
 21.21. 

21.23. ( )xarcCosSiny =    21.24. 
110
110

−
+

=
x

y  

21.25. 

x

3
lg

−
=

3+
x
x

Funksiyalarni asosiy davrini toping: 

y     

21.26. ( )
⎩
⎨
⎧

−−
−

=
lsabosonlirratsionaxagar

lsabosonratsionalxagar
x

`,1
`,1  f

 

21.27. xtgxSin 46 +=  y

Birinchi qo‘shiluvchi uchun asosiy davr 2 ππ
36

=  bo‘ladi, ikkinchi qo‘shiluvchi 

π
3
π  va 

4
π  sonlarining eng kichik umumiy bo‘luvchisi π bo`ladi. uchun davr 

4
 bo‘lgan 

funksiyaning asosiy davri bo‘ladi. ( ) ( ) π==+ TxfTxf ; . 

21.28. 2=y      21.29. 1
2

+= xSiny 3  

21.30.    21.31. xCosxSiny −= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

2
22 xtgxSiny  

21.32.     21.33. xCosy 2= [ ]xxy −= . 

21.34. )

 

Quyidagi 2 o‘zgaruvchili funksiyalarni aniqlanish sohasini toping: 

( ) ( yxyxf += arcsin, , 

x va y lar ushbu ( )yxf ,  funksiya ma’noga ega bo‘lishi uchun 11 ≤+≤− yx  

munosabatda bo‘lishi lozim. Bu tengsizliklarni tekislikning 01 =++ yx  va 01 =−+ yx  

to‘g‘ri chiziqlar orasidagi nuqtalarni qanoatlantiradi. ng koordinatalari 

( ) ( ){ }1;, 2 ≤+∈= yxRyxfD  
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21.35. ( ) yxyx +=,   f 21.36. ( ) yxyxf +−=,  

21.37. ( )
9

arccos,
22 yxyx +

=  2 .38f 1 . ( ) yxyxf −=,  

21.39. ( ) ( )2
1, yxyxf −−+=  21.40. ( )

yx
yxf , 1

1
1

+
−

=  

21.41. ( ) ( )221lg yx −−

24 yx −
, yxf =  21.42. ( ) 22 14, yxyxf −+−= . 

 

Funksiyalarning aniqlanish sohasini toping: 

21.43. 22 −+= xxy   21.44. ( )xy −= 2log  

21.45. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 1

2
arccos x   2 . 6y 1 4 . xxy 53 −=  

21.47. xxe
y 1    21.48. 3−= xSiny  =

 

Funksiyalarning qiymatlar sohasini toping: 

21.49.   21.50. xCosxSiny 22 −= 652 +−−= xxy  

   21.52. 
3

2
+
−

=
x

xy  21.51. xy −= 1

21.53. 
24

2lg
x−

=   21y .54. 1−= xSiny  

 

Funksiyalarni juf yoki toqlit gini tekshiring: 

21.55. 
x

Sinxy 12=    21.56. xCosy lg=  

21.57. x

x

y
4

116 −
=    21.58. 

 

Funksiyalarni asosiy davrini toping: 

21.59. 

xSinxy 74=  

1
3

2 +−=
xCosy    21.60. 

43
xctgxSiny +=  

21.61.    21.62. xCosxSiny 22 22 ⋅= xSiny 2log=  
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Funksiyalarni aniqlanish sohasini toping: 

21.63. ( ) yxyxf +=,    21.64. ( ) 221, yxyxf −−=  

.65. ( )21 xSinyyxf =,    21.66. ( ) ( )yxyxf += ln,  

( )21.67. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
49

22 yx ( ) ( )−−= 1ln, yxf   21.68. 22, yxSinyxf +=  
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22. FUNKSIYANING  LIMITI 

Ta’rif. y=f(x) funksiya berilgan bo‘lsin. Har qanday ε >0  son uchun 

shunday bir 0>δ  son tanlash mumkin bo’lsaki, V to‘plamga tegishli va δ<− 0xx  

munos q bir abatlarni anoatlantiruvchi har x uchun ε<b-(x)  tengsizlik bajarilsa b 

soni f(x) funksiyaning limiti  deyiladi va 

f

dagi ( ) bxf 0xx →  
xx

=
→ 0

lim  kabi yoziladi. 

     
∞
∞, , 

0
0

∞−∞ , ∞⋅0

quyidagi ajoyib limitlardan  foydalaniladi: 

,  ko‘rinishdagi aniqmasliklarni ochishda 00 ,0,1 ∞∞

1. 1lim
0→ xx

                               2=
x . ex x

x
=+

→

1

0
)1(lim  sin

1)1ln(lim
0

=
+

→ x
x

x
                       4. 0,ln1lim

0
>=

−

→

aa
x

ax

x
 3. 

5. P
x

x P

x→
lim

0
                     6.=

−+ 1)1( 1lim
0

=
→ xx

     

7. 

tgx

1arcsinlim
0

=
→ x

x
x

  

8. ( )
e1lim

0 x
=

→

arctgx
x

      9. 
xx 0→

x
a

a log
1log

lim =
+   

10. 11lim
→x 0

=
−

x
e x

     11. e
x

x

x
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

11lim   

 Har qanday oldindan tayinlanadigan  Ta’rif. ε >0 son uchun M0 

nuqtaning δ atrofi ni ko‘rsatish mumkin bo‘lsaki, barcha 

 nuqtalar uchun 

( )0MSδ

( ) 00 , MMVMSM ≠∈ Iδ ( ) ε<− bMf  tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u 

holda  b soni  f(M) funksiyaning   dagi limiti deyiladi va  

  yoki   

MM → 0

( )Mfb
MM

lim
0→

= ( )Mfb

nn xx

x2
....

→

→x
xx

lim
0

0
2

0
11→

=     

ko’rinishda yoziladi. 
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Mustaqil yechish uchun misollar: 

Funksiya limiti ta’rifidan foydalanib quyidagilarni isbotlang: 

m
3

=( ) 45322.1. li −
→

x
x

 

y  son uchun shungay 0>δ  opt ilib,  Ixtiyori 0>ε δ<− 3x    tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi barcha x lar uchun ( ) ε<43  tengsizlik o‘rinli bo‘lishini 

ko‘rsa

−− 5x

tishimiz kerak. Ixtiyoriy 0>ε  son olaylik.  

( ) ( ) ε<−=−=−=− 3333934 xxx     − 53x
3

3 ε
<−x .  Agar  

3
εδ <  deb olsak,  

δ<− 3x  tengsizlikni qanoatlantiruvchi x lar uchun  ε<−− 4)53( x  tengsizlik  o‘rinli 

bo‘ladi. 

Shu bilian  =−x   ekanligi isbotlandi. 

22.2. =

4)53(lim
3→x

3)14(lim
1

−
→

x  

22.3. 

x

1lim
2

=
→

Sinx
x π

 

22.4. ,   3)1( 2

2
lim =−

→

x
x

δ  ning qanday qiymatlarida  δ<−< 20 x  tengsizlikdan  

00103) <−   tengsizlik kelib chiqa.1( 2 −x di? 

 

∞0
∞,0   ko‘rinishidagi aniqmasliklarni oching: 

22.5.  1
1

1
)1)(2(

2
23

2 limlimlim
22

2
2

=
−

=
−−

−
=

+−
−

→→→ xxx
x

xx
x

xxx
 

x
tgx

x 2sinlim
π→

 22.6.  
32

92 −x     2
3

lim −−→ xxx
 22.7. 

22.8. 
x

x
2cos

4
→
π

xx cossin −      22.9. 
131lim

0 −+→ x
x

x
 lim

x
mx

x

113

0
lim −+

→

 
1
13

im −x                        22.11. 
1

l −→ xx
       22.10. 

xSin
tgxtgx

x 2
11

lim
+−−

→π
 

x
xx −−+ 11im    

x→
l

0
 22.13. 22.12. 
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22.14. 3

3

21
75im x

xx
−
−                      

1
1

2

3

lim +
−

∞→ x
x

x
 l

x ∞→

                   22.15. 

22.16.
13l m +∞ x

                          6i −

→

xx
x

     22.17. 
8
63

3
2

lim +
+

−→ x
x

x
 

Sinx
Cosx

x

+

+→

1lim
0π

 22.18. 
1

2
3

1
im +

−−

−→ x
xx               

2

l
x

              22.19. 

49
32

2im −
−−

x
x      

1253
1222

234

234

1
lim +−+−

+−+−

→ xxxx
xxxx

x
 

7
l

→x
                      22.21. 22.20. 

23
2423

2

2

1
lim +−

−−−−

→ xx
xxx

x
 

x
x −− 16im   

x +−→ 43l
5

                         22.23. 22.22. 

xx
xxxx +−−++ 2 11im

x −→
2

2

0
l  22.24. 

1lim
0→ x

x
x

 ajoyib limitdan foydalanib quyidagi limitlarni toping: =
Sin

7
6

7
6

7
22.25. 

7x
7

6
6

6

7
6 limlimlim

000
===

→→→ x
x

xxSin

x
x

xSin

xSin
xSin

xxx
  

22.26. 
x

xSin
x

4lim
0→

                               22.27. 
xSinx

xCos
x

21lim
0

−

→

 

2
0

1lim x
Cosx

x

−

→

 22.28. 
h

hxSinhxSin )()(
h

lim
0

−−+

→

         22.29. 

x
xCos

x

21lim
0

22.30. 
11im

0 −+→ xx
           4l xSin                22.31. 

0−

−

→

 

1sec
2lim

0 −
⋅

→ x
Sinxx

x
                            22.33. 

xSinx
xtgxCos

x

2

0

21lim +−

→

 22.32. 

xx
x

x 2
arcsin(

2
2

lim +
+

−→

)2                       22.35. 22.34. 
xCos
xCos51lim

x 310 −
−

→

22.36. 

 

xSin
xCos

x
4
5lim

2
π

→

                              22.37. 
CosxCosx
CosxCosx

x 23
21lim

0 −+
−+

→

 

22.38. 
)

22 (
lim

xx −

1 Sinx−

→
ππ

                            22.39. 
Cosx

xSinxCos

x

22lim
2

−

→
π
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Limitlarni toping: 

33
9 2

3
lim −

−

→ x
x

x
 

1
2

3

2

1
lim +

−−
x

xx                           22.41. 22.40. 
→x

 22.42.
axax −→

xax −lim                            22.43. 
142 2 +∞→ xx

235 2

lim +
+−

x
xx  

2

1
2

1
25lim x

x x

x −
+

∞→

                           22.45. 
SinxCosx

xCosxSin

x
−

−−

→

122lim
π

 22.44. 
4

22.46. 2

2

0

2lim x

xSin

x→
                              22.47. 

22
3lim

0 −+→ x
xSin

x
 

2
0

1lim x
Cosmx22.48. 

1−4
)21arcsin(

2

5
1

lim −

→
x

x

x

                     22.49. 
x

−

→

 

22.50. 
⎥⎦

2
4

⎥
⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+

−
− −

−

→

2)2(
1

2
2

)2(lim x

x x
xSin              22.51. 3

0
lim x

Sinxtgx
x

−

→

 

22.52. 
h

hxCoshxCos
h

)()(lim
0

−−+

→

          22.53. 
0

0lim
0 xx

tgxtgx
xx −

−

→

 

x
CosxSinx

x
4lim

4
−
−

→
ππ

                          22.55. 
173
6532

23

24

lim −++
−++

∞→ xxx
xxx

x
 22.54. 

)172)(2(
)1)(542(

234

23

lim −++++
++++

∞→ xxxxx
xxxx

x
22.56.     

 

22.57. ( )( )
2
3

3
3

3
33)3(

2

22

2

22
2 limlimlim =

++

−+
=

++

++−+
=−+

+∞→+∞→+∞→ xxx
xxx

xxx
xxxxxxxxx

xxx
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−→ 1
2

1
1

2
1

lim xxx
                         22.59. ( )xxxx

x
−−++

+∞→

22 1lim22.58.   

22.60. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−→ 8
12

2
1

3
2

lim xxx
                        22.61. 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
→

2
4

11
2

2
0

lim xSinxSinx
 

( )xxx
x

41 22lim −−+
−∞→

                  22.63. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

+−→ 4
4

2
1

2
2

lim xxx
 22.62. 

ctgxxSin
x

⋅
→

2lim
π

 22.64. 
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22.65. ;11lim
x

⎟
⎞

⎜
⎛ −   Bu limitni hisoblashda  e

x

=⎟
⎞

⎜
⎛ +

11lim  ajoyib limitdan 2
x x ⎠⎝∞→ xx ⎠⎝∞→

foydalanamiz: 

1
limlim1111 limlim ⎢

⎡
⎟
⎞

⎜
⎛ +=⎟

⎞
⎜
⎛ −

−
x

x
0

1
2

22

==
−

==
⎥
⎥
⎦

⎤
∞→∞→

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−

eee xx
xxx

xx  22 ⎢⎣ ⎠⎝ −⎠⎝ ∞→∞→ xx xx

22.66. 
x

x x

251lim ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

                                22.67. 
x

x

x
⎟
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

12lim  
x ⎠−12

22.68. ( ) x
x

x
x

−

→

−
1

0
41lim                                22.69. 

x

x x
x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

∞→ 2
8lim  

22.70. 
x

x xx
xx

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−
+−

∞→ 14
12

2

2

lim                          22.71. 
1313 +

⎞⎛ + xx
13lim

∞→
⎟
⎠

⎜
⎝ −x x

 

x

x x 32lim
∞→

⎟
⎠

⎜
⎝ −

 22.72. x 522 −
⎞

‘ c funksiyalarning limitini toping: 

⎛

 

Ko p  o‘zgaruv hili 

22.73. 2

2

3
0

)(
x

yxSin

y
x

⋅

→

 lim
→

3)sin()sin( 22

==⋅
⋅

=
⋅ yyyxyx  limlimlim

3
0

2

3
0

2

3
0 ⋅

→
→

→
→

→
→ yxx

y
x

y
x

y
x

22.74. 0,
0
0

lim ≠
→

2 −− xyaa
→

22.75. 

a
xy

y
x

 

y
xytg )(

xy
Sinyx

y
x

1)( 22

0
0

lim ⋅+
→
→

 
y
x

lim
0
3

→
→

                                    22.76. 

x

22

0
0

11
lim yx

yx

y
x +

−+

→

22

22.77. 
ay

x x
y
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

→
∞→

1lim                                   22.78. 
→

 

22.79. ( ) 22
1

221lim yxyx +++  
0
0

y
x
→
→
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23

Agar x0 nuqtaning g o’zida ham) y=f(x) 

funksiya aniqlangan bo'lsa  va agar 

    (1) 

 deyiladi. 

(1)ifod ing uzluksizlik

)
0

xf=        yoki    

. FUNKSIYA  UZLUKSIZLIGI.  UZLUKLI FUNKSIYALAR 

 

Ta’rif.  biror atrofida (x0 nuqtanin

( ) ( )[ ] 000
0

lim =−∆+
→∆

xfxxf
x

bo‘lsa, x=x0  qiymatda (yoki x0 nuqtada) funksiya uzluksiz 

an  shartini bunday yozish mumkin: 

( )0lim xxf
x

∆+
→∆

( 0 ( ) ( )0
0

lim xfxf
x

=
→

. 

x0 nuqtada uzluksiz f(x) va g(x) funksiyalar bo‘lsa, u holda x0 nuqtada quyidagi 

funksiyalar ham uzluksiz bo

 f(x)  (k-o‘zgar

c) 

d

‘ladi: 

a) f(x)+g(x) 

b) k mas) 

( ) ( )xgxf ⋅  

) 
)(
)(

xg
xf        (g(x0  0) 

   kesmada uzluksiz bo‘lsa va kesmaning chetki 

nuqtalarida turli ishorali qiymatlarga erishsa (

)≠

[ ]ba;

0)()( <⋅ bfaf

Agar f(x) funksiya 

), u holda (a; b) internalga 

tegish m  nuqta topiladiki, f(c)=0 tenglik bajariladi. 

urilgan yoki  nuqta uning urilish nuqtasi deyiladi.  

ksiyaning x

li ka ida bitta c

 Agar f(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz bo‘lmasa, funksiya x0 nuqtada 

x0

 y=f(x) fun 0 nuqtada chapdan va o‘ngdan limitlari mavjud 

bo‘lib, o‘zaro teng bo‘lmasa, ya’ni 

( ) ( ) ( ) ( )xfxfxfxf
xxxx

limlim
0

00
0

00
+→−→ 00

=+≠−= , 

u holda x0 iladi.   

 Agar x0 nuqtada funksiyaning chapdan va o‘ngdan limitlari f(x0-0) va 

f(x0+0) lar o‘zaro teng bo‘lib, funksiyaning x0 nuqtasida erishadigan qiymati f(x0) dan 

farq qilsa, unda 

nuqta funksiyaning birinchi tur urilish nuqtasi dey

x0  nuqta bartaraf etilishi mumkin uzilish nuqtasi deb ataladi. 
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 aning x0 nuqtada chapdan yoki o‘ngdan limitlarining biri 

mavjud bo‘l a nksiyaning ikkinchi tur 

uzilish nuqtasi deyiladi.       

Q u iyala ning tilgan nuqtalarida bir tomonli limitlarini 

toping:  

=
≤≤+ 31,13 xagarx

  nuqtasida 

) lim
0101

y=f(x) funksiy

m sa (xususan, cheksiz bo‘lsa), u holda x0 nuqta fu

23.1. uyidagi f ks r ko‘rsa

a) f(x) ⎧ <<+ 10,1 xagarx                     x=1
⎩
⎨

)(01( lim ==− xff 2)1( =+
−→−→

x
xx

 

4)13()()01( limlim
0101

=+==+
+→+→

xxff
xx

 

b) 
≤<

=
31,2
1

)(
xagarx

xf                   x=1   x=2  nuqtalarda 

−   ning  kasr  qismi;     x=1,   x=2,    x=3 nuqtalarda 

⎩
⎨
⎧ ≤≤−1,3 xagarx

c) { }y = , { } xxx

d) 1,
1

)( =
−

= x13 +
x
x

Mustaqil yechish uchun misollar: 

 ga binoan isbotlang. 

xf   nuqtada 

 

23.2. Quyidagi funksiyalarning uzluksizligini ta’rif

a)   2)( 2 −+= xxxf   barcha   ( )+∞∞−∈ ;x   larda 

→∆

(
0

lim
x

=−+−−∆++∆+=−∆+
→∆

))2(2)()(())()( 22

0
lim xxxxxxxfxxf

x
 

2 =∆+ xx  

Demak,  f(x) barcha  

2(
0

lim ∆+∆⋅=
→∆

xx
x

0)

 larda uzluksiz. );( +∞−∞∈x

b) ,)23sin()( += xxf  barcha   larda );( +∞−∞∈x

1
1)(
+

=
x

xf , barcha   );1( +∞−c)  larda 

Quyidagi funksiyalarning uzilish nuqtalari va ularning turlarini aniqlang. 
Grafiklarini yasang: 

⎧ ≤<∞− xagarx 0,
2

2

23.3.
⎪
⎨

∞<<−
≤<−=

xagarx
xagarxxf

2,5
20,)1()(  

⎩

⎪
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f( va   x)  funksiya  ( ) ( )2;0,0;∞−   ( )∞+;2   intervallarda aniqlangan va uzluksiz 

bo‘lgan elementar funksiyalar bilan berilgan. Demak, faqat  20 21 == xvax  

nuqtalarda uzulishga ega bo‘lishi mumkin. 

 nuqta  uchun chap va o‘ng limitlarni hisoblaymiz:  
2

00
limlim ==

−→−

xxf
x  

 nuqtada f(x) fuksiya birinchi tur uzilishga ega bo‘lishini bildiradi. 

 nuqta uchun:  

0+

                bo‘ladi. 

1 =x 0

0)0(;1)1()(
0000

limlim ==−=
+→+→

fxxf
xx

;0)(

2

00→x

Bu esa 01 =x

22 =x

)2(3)5()( limlim
0202

==−=
−→−→

fxxf
xx

1)1()( limlim 2 =−= xxf

1
202 +→→ xx

22 =x  nuqtada funksiya 1-tur uzilishga ega bo‘ladi.   

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
=

2,0

2,
2)(

x

xx
xf  

2
4
−

=
x

y                  23.5. 23.4. 

1
1

+
+=

1+
x
x

y     23.7. 23.6. xy 2=  
1

23.8. 
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>

=

< 2,2 xagarx
⎪
⎧ , xinx

=

2,3

2,5.2

5.0

)(

xagar

xagarxf  23.9. ⎨
>

≤≤
<

=
2,0

20,
0

)(
x

xx
S

xf  

23.10. ⎪
⎨

⎧
≤≤

<−
= πxCosx

x
xf 0,

0,1
)(   23.11. 

⎪
⎩

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>
−

≤−
=

1,
1

2
1,

)(
x

x

xx
xf  

⎪
⎩ >− πxx,1

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≤<
≤≤
<≤

<−

=

32,3
21,
10,1

0,1

)(

x
xx
x

x
x

xf  23.12. 

 

Funksiyalarning uzilish nuqtalarini toping va uzilish turlarini aniqlang: 

23.13. 24
4

x
y

−
=     23.14. 151

4

+= − xy  
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3
5

−
+

=
x
xy     23.16. xxf −= 2

1

9)(  23.15. 

Quyidagi tenglamalar ko‘rsatilgan kesmalarda yechimga ega ekanligini 

ko‘rsating: 

23.17.   a)  [ ]0;1;0133 + xx −=+  kesmada. Bu funksiya    da uzluksiz. 

Kesm ari 

[ ]0;1−

aning uchlaridagi qiymatl  1)0(,3)1( =−= ff   bo‘lib, turli ishorali. Boltsano 

– Koshi teorema

 tenglamalarning yechimi bo‘ladi. 

b) 

;   

siga binoan (-1; 0) da biror C nuqta topib  013)( 3 =++= ccxf  bo‘lib,  

c berilgan

[ ]2;0;0736 25 =−+− xxx  

c)  0153 3 =+− SinxxSin ⎥⎦⎣ 2
⎤

⎢
⎡ ;0 π  

23.18. Quyidagi alarda chegaralangan ekanligini 

isbotlang: 

a

d) [ ]π;0;01osxxCos  

funksiyalar ko‘rsatilgan kesm

34 =++ C

) ( ) [ ]10;0,12 +−⋅= xxCosSinxxf  

1, 2 +=== xyvaxCosySinxy   funksiyalarning har biri  da  uzluksiz 

bo‘lganligi uchun, 

[ ]10;0

12 +− xx  funksiya)( ⋅= CosSinxxf  ham [0;10] da uzluksiz. 

Shuning uchun s teoremasiga binoan f(x) ] da 

chegaralang

b) 

 Veyershtras  funksiya [0;10

an. 

]7;2[,
1

13)(
2

−
++

=
x

xxxf   

c) ]2;0[,13)( 72 πxCosxxxf ⋅++=  

23.19. Bir tomonlama limitlarini toping: 

a)  nuqtada 

b) y=E(x),  butun qismi  

    x=-2,  x=0 ,   x=1  nuqtalarda 

c) 

2
32,12

21,
)(

2

=
⎩
⎨
⎧

<<+
≤<−

= x
xagarx

xagarx
xf

           E(x) – x ning

2,
2

1)( =
−

= x
x

xf  nuqtada. 

23.20. Funksiyalarning uzluksizligini ta’rifga binoan izbotlang: 

 107



a) 

b) 

 

Quyidagi funksiyalarning uzilish nuqtalari va uzilish turlarini aniqlang: 

23.21. 

3)( 3 −= xxf  

)12()( += xCosxf  

2+
=

x
xy      23.22. 

x
x

y −= 2  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>

<−

±==

=

2,4

2,4
20,2

)( 2

xagar

xagarx
xvaxagar

xf  23.23. 

x

y 1

21

1

+
=     23.25. 2

1

2 −= xy  23.24. 
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24. HOSILA 

y=f(x) funksiya grafigining nuqtasiga o‘tkazilga);( 000 yxM  n urinma tenglamasi 

))(`( 000 xxxfyy −=−  

normal tenglamasi 

)(1
00 xxyy −−=−  

)`( 0xf

0y  n =f2(x)  egri chiziqlar orasidagi 

burchak 

ko`rinishga ega bo‘ladi. 

);( 00 xM uqtada kesishuvchi y=f1(x)  va y

)()(1
)()(

0
`

20
`

1

0
``

102

xfxf
xfxftg

+
−

=ϕ  

i. 

Agar    yetarlicha kichik miqdor bo`lsa, u holda   bo‘ladi va 

formula orqali topiladi. 

Funksiya differensiali  dy=y`dx  orqali hisoblanad

x∆ dyy =∆

( ) ( ) ( ) xfx ∆≈   taqribiy formula o‘rinlidir. xfxxf +∆+ `

( )[ ]xgfy =  murakkab funksiya differensiali: 
dx
dd u

du
dy

dx
y

⋅=  yoki x0 nuqtadagi 

hosila

ar ja vali: 

Hosilalar 

si: )`()`(`( xgufxy ⋅=  bo‘ladi. ) 000

Hosilal d

Funksiyalar 

y=C (bunda C-const) y`=0 
xy =  1=̀y  

y=Cu (bunda C-const) y`=Cu` 
v±  ``` vuy ±=uy =  

vuy ⋅=  ``` uvvuy +=  

v
uy =  2

```
v

uvvuy −
=  

,
u
Cy =   (bunda C-const) `` 2 u

u
Cy −=  
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nuy =  `` 1unuy n−=  

uy =  `
2

1` u
u

y =  

uay =  1,1`ln` ≠>⋅= aauaay u  

uy alog=  
au

ueu
u

y a ln
``log1` ==  

uy ln=  `1` u
u

y =  

y=Sin u 
`` uCosuy ⋅=  

Cosuy =  `` uSinuy ⋅−=  

tguy =  `1` 2 u
uCos

y =  

ctguy =  `1` 2uSin
uy −=  

uSecy =  `` uutguSecy ⋅⋅=  

uCoy sec=  ` Cy `sec uuctguo ⋅⋅−=  

 y uarcsin= `
1

1`
2

u
u

y ⋅
−

=  

uy arccos=  `
1

`
u

y
−

−=
1

2
u⋅  

uarctgy =  `
1

1`y = 2 u
u

⋅
+

 

arcctguy =  `
1

1` 2 u
u

y ⋅
+

−=  

vuy ⋅=  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nn
n

n
n

nn uCvuy += 1 uvvuCv +++ −− ...``` 221

( )[ ] ( )xxfy ϕ=  ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+=
xf
xfxxfxxfy x `ln`` ϕϕϕ  

ushy =  `` uuchy ⋅=  

uchy =  `` uushy ⋅=  

uthy =  `1` 2 u
uch

y ⋅=  

ucthy =  `1` u
sh

y ⋅−=  2u
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Hosila ta’rifidan foydalanib, y=f(x)  funksiyalar uchun y` hosilasini toping: 

24.1. 475 2 −−+ xxy   funksiya orttirmasi i top2 3= x n amiz: 

xxxxxxxxxy
∆−

=−−+−−∆+−∆++∆+=

7
)4752()4)(7)(5)(2( 2323

 

intilga

∆

xxxxxxxx ∆+∆+∆+∆+∆= 510266 2322 x

0→∆x nda quyidagi limitni topamiz:  

7106)751026
0

lim =−∆++∆+∆+
∆→∆

xxxxxx
xx

6( 222

0
lim −+=

∆

→∆

xxy
x

   Shunday qilib, 

ta’rifga ko‘ra hosila  = xy

 

710 −+ x . 6` 2

Mustaqil yechish uchun misollar: 

24.2. a) 
x

y 1
=     b)  xy =  

2

1
x

y =      d)  
x

y 1
=      c)  

Differensiallash qoida va formulalaridan foydalanib, quyidagi funksiyalarning 

hosila t

3.

sini oping: 

24.  55
1

2

1
xx

xy −+=    24.4. 3

4
x

 3 52 53 xxy −+=

24.5. Sinxxy 3     24.6.  xSinxy ln⋅=  =

24.7. 
1
1

4

4

−
+

=
x
xy     24.8. 

24.9. y=x arccos x    24.10. 

24.11. 

ctgxxy 2=  

arctgxey x=  

2x
Cosxy =     24.12. 

12

2

+
=

x
xy  

24.13.    24.14. 33 ln3 xxxy −=
Sinx

Cosxy
−

=
1

 

24.15. 
1+

=
x

xy     24.16. 

24.17. 

xxy 3
2 log=  

ctgxx
Sinx

xy +=
ln    24.18. 21 x

tgxxy
+

=  

24.19. 

24.20. a) 

arcctgxarctgxy −=  

xy ln=   funksiya x=1 da hosilaga egami? Tekshiring. 
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 b) xy =  funksiyani x=0 da bir tomonli hosilalarini toping. Bu funksiya x=0 da 

hosilaga egami?    

arning 
ten ari yasalsin: 

ada. 

Egri chiziq tenglamasidan y` hosilani topamiz: 

+ x

 
Quyidagi masalalarda egri chiziqlarga o‘tkazilgan urinmal

glamalari yozilsin va egri chiziqlar hamda urinmal
24.21. 6  egri chiziqqa M(1,-1) nuqt32 422 =++ yxyx

,0`12`22 32 =++ yyyyyx   ya’ni  4 3

2yx +
62

`
yxy

y
+

−= . 

Demak 
4
1)1(1 2

=
−+

− .   
)1(6)1(12

)1;1`( 3−+−⋅
=−y

Urinma tenglamasi     )1(
4
11 −=+ xy  

054 =+− yx  

)1(41 −−=+ xy  Normal tenglamasi  

034 =−+ yx . 

24.22. 1
3

3

−== xxy   nuqtada; 

24.23. 2
4

8
2

=
+

= x
x

y  nuqtada; 

24.24. π== xSinxy   nuqtada; 

24.25.   parabolaning    parabola bilan kesishgan nuqtasida 

o‘tkazilgan urinma va normal tenglamalarini yozing. 

24.26.    parabolalar qanday burchak ostida kesishadi? 

24.27.  sinusoida  Ox  o‘qini qanday burchak ostida kesib o‘tadi? 

24.28.    chiziqlar orasidagi burchakni toping. 

24.29.  

122 −+= xxy 22xy =

xyvaxy == 22

Sinxy =

xyvaxxy 53 =−=

1,1 =+= ySinxy   chiziqlar orasidagi burchakni toping. 

24.30.    funksiyaning orttirmasini va differensialini toping. 

24.31.    funksiya uchun 

23 52 xxy +=

( ) 87 23 +−= xxxf 01.0=∆x  bo`lsa, ( ) ( )55 dfvaf∆   ni 

hisoblang. 

24.32.  Quyidagi funksiyalarning differensialini toping: 
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3

4
3a)  x     b) xexxy −++= )22( 2  xy =

c)  SinxxCosxSinxxy 222 −+=   d) xy 23
=  

 

Quyidagilarni taqribiy hisoblang: 

x32

24.33. arcsin 0.51 

y=arcsin x  funksiya uchun x=0.5  va  01,0=∆x  deb olamiz. Taqribiy hisoblash 

formulasiga ko‘ra topamiz. xxxx     x∆⋅+≈∆+ )`(arcsinarcsin)arcsin(

513.0011.0
6

01.0
)5.0(1

15.arcsin51.
2

=+=⋅
−

+≈ 00arcsin π . 

24.34. 3 02.1     24.35. 5 33       

24.36.     24.37. arctg  

 

: 

24.38. 

oSin29  05.1

Funksiyalarning hosilasini toping

23 )1( xy +=     24.39. 
xx

y 23
3

−=  

24.40. Sinxxy 2=   
3

  24.41. arctgxxy 5=  

24.42. 
12 +

15 47 +−
=

x
xxy    24.43. 

Sinx21
Cosxy =
+

 

44.   parabolaning   nuqtasida o‘tkazilgan urinma va 

normal tenglamasini tuzing. 

24.45. 

24. 532 +−= xxy )3;2(0M

1
89

22

=−
yx   gipirbolaga (0 )8;9 −−M  nuqtasida o‘tkazilgan urinma  

tenglamasini tuzing. 

a)    to‘g‘ri chiziqqa parallel; 

24.46.   parabolaning qaysi nuqtasida o‘tkazilgan urinma 2xy =

54 −= xy

b) 0562 =+− yx  to‘g‘ri chiziqqa perpendikulyar bo‘ladi? 

24.47.  egri chiziqlar qanday burchak ostida kesishadi? 22 822 xyvaxy −==
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Funksiyalar differensialini toping: 

24.48. ?; −= dy
a
xarctgy    24.49. 

24.50.    24.51. 

?;arcsin2 −= dyxey x  

?;ln −= dyxxy ?
)3()2(x

)1(
43

2

−
++

+
= dy

x
xy  

 

  

24.54.     24.55. 

Quyidagilarni taqribiy hisoblang: 

24.52.    24.53. oCos31otg46  

`1547ln otg 4 8.15  
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25. YUQORI  TARTIBLI  HOSILALAR 

aniqlangan bo‘lsin. Birinchi 

hosiladan olingan hosila ikkinchi tartibli hosila yoki boshlang‘ich funksiyaning 

ikkinchi hosilasi deyiladi va y’’ yoki f’’(x) simvol bilan belgilanadi: 

Ikkinchi hosiladan olingan hosila uchinchi tartibli hosila yoki boshlang‘ich 

funksi simvol bilan belgilanadi: 

uman f(x) funksiyaning n-tartibli hosilasi deb uning (n-1)-tartibli 

hosila

 

y=f(x) funksiya uchun birinchi tartibli hosilasi y’ 

y’’=(y’)’=f``(x). 

yaning uchinchi hosilasi deyiladi va y’’’ yoki f’’’(x) 

Um
) ( )xsidan (birinchi tartibli) hosilasiga aytiladi va ( )ny  yoki (f n  simvol bilan 

belgilanadi: 
( ) ( )( ) ( ) ( )xfyy nnn == − '1 . 

 

Bunda ushbu formulalar o‘rinli: 
( ) ( ) ( )nVVU ++ )( ; nn U=

( )( ) ( )nnCU ; UC ⋅=

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nnnn VUnnVnUVU ++n UVVU
⋅
−

+⋅ −− ...''1' 21  +=
21

(Leybnits formulasi). 

uqori tartibli differensiallar ham shunday ta’riflanadi: 

ifferensialiga 

aytilad

Y

n-tartibli differensial deb (n-1)-tartibli differensialning birinchi d

i: 
( ) ( )[ ] dxdxxfyddyd nnnn ')( 111 −−− ==  

( ) ( ) ( ) nnn dxxfyd = . 

 

Mustaqil yechish uchun misollar: 

Murakkab funksiya hosilasini toping: 

25.1. xSiny 7  xSinxSin 53

7
1

5
2

3
1

+−=
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( ) xCosxSin
x

xSinxSinSin
x 2

21
2

⋅=+−= xCosx

x
xCosxSinCosxSin

52422

62

11
2

17
7
1

⋅⋅⋅

=⋅⋅⋅
 x

xCosxSin
x

xy 4

2
15

5
2

2
13

3
1` +⋅⋅⋅−⋅⋅=

( )23 32ln xx25.2. y   25.3. +=  xSin4+  xy 4=

25.4. 
22
xSinxy   25.5. 

a
xCosey a

x

⋅−=  =  

25.6. 231 xy −=     25.7. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

3
3 xCosy  

25.8. ⎟
⎠⎝ 22
⎞

⎜
⎛−−= ln22 xSinxctgy   25.9. 2

2

9
9arccos

x
xy

+
−

=  

25.10.   25.11. xCosey xSin 31 232

⋅−= ( )122 −= xey x  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

2
cos 2 xecy    25.13. 22.01arcsin xy −=  25.12. 

21

1

mx
y

−
=    25.15. 

Sinx
Sinxy
ln1+

=  25.14. 

25.16. ( )
22

1 2

1
++

+
++=

xx
xxarctg  25y .17. xCosCosxxtgy 3

3
1

2
ln ++=  

25.18. 
xx

y 111ln +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=    25.19. ( )1lnlnlnlnln −= xxy  

25.20. tgtgxtgxtgy 33 +=    25.21. CosxxCosy 332 −=  

25.22. 
12

2 2

+
=

x
ex x

y     25.23. 2

4

1
2

x
xarcty g
−

=  

25.24. xy 21arccos −=    25.25. xSiny 2
2log=  

25.26. ( ) CosxeCosxSinxxey  25.27. xx +−= ey xlog=  

25.28. xx=     2 29y 5. . 3 xxxy =  

( )( )
( ) )( 43

21
−−
−−

=
xx

x  25.30. xy

funksiyalar hosilasini toping: 

25.31.        

Oshkormas ko‘rinishda berilgan 

0ln 23 =−+ yexyx ( )
y

y
yy

yex
yxxeyniyaxeyex

y
y 22 `x 2

2

1
32`',02`3

−
−

==−−+  

25.32.   0222 22 =++++ FEyDxCyBxyAx
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25.33. 224 +− yyxx

25.34.     25.35. 

0100155 224 =−+− yx  96

0=− xy yx 0=+ ySinxxSiny  

25.36. 2 −−+ ee

25.37. ( ) ( )
01 =xyyx     

032ln 222 =−−+−−− xyxyxySin  

25.38. 03 =−+
x
ye

x
y x

y

 

 

25.39. 
⎩
⎨
⎧

= intaSy
aCostx     25.40. 

⎪⎩

⎪
⎨

= tSiny
tx

3

3

 

Parametrik ko‘rinishda berilgan quyidagi funksiyalarni differensiallang: 

=

a
aCos

25.41. 

= ⎧

⎪⎩ + 31 t
⎪

⎪⎪
⎨

=

+
=

2

2

3
1

aty

t
x

    25.42. 

 

1

⎧ 3at

⎩
⎨
⎧

=
=

shty
chtx  

25.43. Funksiyalarning 2-tartibli hosilalari topilsin:

.1)3;)2; 22 xytgxyxSiny +===  ) 

25.44. Quyidagi funksiyalarning 3-tartibli hosilalari topilsin: 

.)3;)2;ln)1
a
xt−  arctgyetsxxy =⋅==

uyidagi funksiyalarning n-tartibli hosilalari topilsin: Q

25.45. xy ln=  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .!1111...32

;

11

1

n
nnn

x
nxn

yx

−
⋅−=⋅−⋅−⋅⋅⋅⋅ −−−

−

1

;321;21```;1``1` 432

n

IV

y

xyxyx
x

y

=

⋅⋅⋅=⋅−⋅=⋅−=== −−−

 

;a
x

ey =     25.47. 
−

;xy =  25.46. 

25.48. ;xy =   n   25.49. ;Sinxy =  

25.50. ;2xCosy =     25.51. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ = tx ln

 
= ty 1
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Quyidagi funksiyalarning 1, 2, 3 iallarini toping: -tartibli differens

25.52. xSinxy =     25.53. ( )1ln −= xxy  

 

Funksiyalarning hosilasini toping: 

25.54. xxy 34
4
3
⋅=    25.55. ( ) xexxy −++= 222  

25.56. ( )23 32ln xxy +=    25.57. 
4

12ln +
=

xtgy  

25.58. 
a

n
2

 25.59. xxaxy arcsi
2

2
22 +−=

a 14 −= xarctgy  

25.60. xxx eCoseSiney −−− −=   25.61. 

2

2
ln

5

5 +
=

x
xy  

x

x

ex
exy 2

2

+
−

=25.62.   3−    25.63. xSinxy 33 3 += xCosCosx

1
22 +25.64. ln

+
=

x
xxy    25.65. 55 5

1ln x
xx

y +=  

25.66. ( )xxtgy −= 2    25.67. ( )9log 2 ++= xxy a  

25.68. Sinxy  Cosxlog=   25.69. xxy ln
1

=  

25.70. xexy ln=  

25.71. 

x22

( ) uvuu vv ln''1 +−   ekanini ko‘rsating. vuu v '=

 

Quyidagi tenglamalardan y` ni toping: 

25.72. 1)32)2;)1 2

2

2

2
2222 =−==+

b
y

a
xpxyayx  

222225.73. =−++ xyyxxy  

25.74. 

0)2;6)1 =+ yx

0)2;)1 3
2

3
2

3
2

=+−=+ − xyeeayx xy  

25.75.   25.76. 0=− − CosxeSinue yx arctgyyx +=  

25.77.    tenglamalardan 

y``  to

 1)3;)2;)1 222 ==−+=+ nm yxcxyayaxayx

pilsin. 
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25.78. Tenglamalardan 2

2 yd   topilsin: 
dx

( )
( )⎩

⎨
⎧

−=
−=

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−=

=

⎩
⎨
⎧ a

)1
=
=

Costay
Stx

tty

tx

aSy
aCostx

1
int

)3

3

)2
int

3

2

 

rtibli hosilalari topilsin: 25.79. Funksiyalarning 2-ta

)1 ey = −

2
arcsin)3;)2;

2 xctgxyx =  

alarning n-tar

25.80. 

Funksiy tibli hosilalari topilsin: 

n xxy =    25.81. 
12

1
+

=
x

y  

25.82.   25.83. xCosy 235 −= xxy −+= 22  

dcx
bax

+
+

=   

unksiyaning 

 25.85. kxey =  25.84. y

25.86. y  f 1, 2, 3-tartibli differensiallarini toping. ( )332 −= x
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26. LOPITAL  QOIDASI 

 
a [a;b] kesmada aniqlangan va uzluksiz 

bo‘lsin lda differensiallanuvchi bo`lib, f(a)=f(b) tenglik 

o‘rinli y bir c 

iladiki,

Roll teoremasi: ( )xfy =  funksiy

. Agar funksiya (a;b) interva

 bo‘lsa, u holda (a;b) intervalga tegishli hech bo`lmaganda bitta shunda

nuqta top  ( ) 0` =cf  bo‘ladi. 

Lagranj teoremasi: ( )xfy =  funksiya [a;b] kesmada aniqlan ag n va uzluksiz 

bo‘lib ntervalga tegishli 

hech 

, (a;b) intervalda differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda (a;b) i

( ) ( ) ( )( )abcfafbbo‘lmaganda bitta shunday bir c nuqta topiladiki, f −=− `  

munos

-Makloren for

abat o‘rinli bo‘ladi. 

Teylor mulasi 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) (xRax
n

afaxafaxafafxf n
n

n

+−++−+−+=
!

...
!2

``
!1

` 2   ) ifoda 

formulasi, Rn( q hadi. 

ormulasining a sus hi  

Teylor x) Teylor formulasining qoldi

Teylor f =0 dagi hu iy ko’rinis

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xRx
n

xxf +++=
!

...  ffxff n
n

n

++
0

!2
0``

!1
0`0 2

Makloren formulasi deyiladi. 

ula funksiy

y

Bu form aning erkli o‘zgaruvchi x ning darajalari bo‘yicha 

oyilmasini beradi. 

 

Roll, Lagranj, Koshi teoremalariga doir misollar. 

26.1. )(
4xxf = funksiya uchun [-1;1] segmentda Roll teoremasini tatbiq etish .
1
4

mumkinmi? 

 

a) f(x) funksiya uchun Roll teoremasining birinchi sharti bajariladi: f(x) 

funksiya [-1;1]da uzluksiz. 

b) f(x) funksiya uchun ikkinchi shart ham bajariladi. f `(x) =x3 hosila 

mavjud. 
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a) f(x) funksiya uchun  ƒ(-1)=ƒ(1)=1/4 tenglik o‘rinli. Demak, f `(c)=0 

bo‘ladigan nuqta mavjud: f`(x)=x3=0, x=c=0 da o‘rinli.  

2

nuqtalarnui birlashtiruvchi vatarga parallel bo‘ladi? 

AB vatarning burcha

ƒ ‘(c)=ƒ ‘(0)=0 

 26.2. y=x  parabolaning qaysi nuqtasiga o‘tkazilgan urinma A(-1;1) va B(3;9) 

 

  a= -1; b=3 

  

k koeffitsienti 2
13
19
=

+
−

=K  

 

 f ‘(x)=2x; 2x=2 tenglik faqat x=1 bo‘lganda o‘rinli, demak x=1 nuqtaga 

o‘tkaz

il yechish uchun misollar: 

6.3. Roll teoremasini ƒ(x)=

ilgan urinma vatarga parallel. 

 

Mustaq
3 2x2          funksiyaga [-1;1] segmentda tatbiq qilish 

mumk

2 y 

qiyma arida

6.5. [ ulasi yozilsin va 

C(x,y) nuqta topilsin 

inmi? 

6.4. f(x)=x2-6x+100 funksiya uchun Roll teoremasi shartlari x ning qanda

tl  qanoatlantiradi? 

a=1, b=5. 

2 a, b] segmentda ƒ(x)=x2 funksiya uchun Lagranj form

26.6. [1;4] segmentda ƒ(x) = x     funksiya uchun Lagranj formulasi 

yozilsin va C(x,y) nuqta topilsin. 

26.7. y=2x-x  egri chiziqning AB yoyi ustida shunday M(x,y) nuqtani topingki, 

bu nuqtaga o‘tkazilgan urinma AB vatarga parallel bo‘lsin: A(1;1) 

2

B(3;-3) 

.8. f26 (x)=x3 va φ(x)=x2 funksiyalar uchun Koshining        
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )c
cf

ab
afbf

`
`

ϕϕϕ
=

−
−  formulasi yozilsin hamda c topilsin. 
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Quyidagi funksiyalarni Makloren formulasi bo‘yicha yozing: 

26.9. ƒ(x) = ex      26.10. ƒ(x) = Sinx 

26.11. ƒ(x)=ln(1+x) 

26.12. xe   ni Makloren formulasiga ko‘ra  x  da hisoblang (4 ta hadini 

olib).  

Lopital qoidasi 

1) ...
)``(0)`(0)( limlimlim

000
==

⎭
⎬

⎩
⎨==

⎭
⎬

⎩
⎨=

→→→ xxx xxx ϕϕϕ
 

2) 

)``(0)`(0)( ⎫⎧⎫⎧ xfxfxf

...
)``()`()( ⎭⎩∞⎭⎩∞ ∞→∞→∞→ xxx xxx ϕϕϕ

Quyidagi funksiyalar limitini hisoblang: 

26.13. 

)`()( limlim =⎬
⎫

⎨
⎧∞=

xfxf )``(lim ==⎬
⎫

⎨
⎧∞=

xf  

b
a

bCosax
aCosax

Sinbx
Sinax

xx
==

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

→→
limlim

00 0
0  

2   
ax
ee ax

ax −
−

→
lim  6.14. 

86
16

2

2

+−
−

xx
x    26.

4
lim

→x
15.

26.16. 
Sinxx

xtgx
x −

−

→
lim

0
   26.17.  2

2

1 1
6

41
lim x

xSin

x −

−

→

π

 

3
0

lim x
Sinxx

x

−

→

   26.19.  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−→ xxx ln
1

1
1lim

1
 26.18.  

26.20.  ( )x
x

x
1

1lim −
∞→

   deb belgilab, tenglikning ikkala qismini 

ligarifmlaymiz     . Endi limitga o’tamiz 

1,0ln.0
1
1

1
1ln

ln limlimlim ===
−

−

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∞
∞

=
−

=
∞→ x

x
y

x ∞→∞→

yy
x

xx
   

tgx Sin

26.21. 
x

⎞⎛
→

1
0

2.
x
⎟
⎠

⎜
⎝lim     26.2  

x

x x
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

→

1lim
0

 

26.23. Cosx

x

tgx 2)(lim
π

→

 
2

  26.24. 

26.25. 

Sinx

x
Sinx)(lim

0→

 

xx
x

lnlim
0→
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( ) 3 2826.26. xxxf −=  funksiya uchun a=0, b=8 bo‘lganda Roll teoremasi 

shartlari x ning qanday qiymatlarida bajariladi? 

26.27. [-1;2] segmentda 4/x va 3 21 x− funksiyalariga Lagranj teoremasini tatbiq 

qilish mkin emasligi ko rsat

=t2, y=t3 parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziqning 

AB yoyida shunday a o‘tkazilgan urinma AB vatarga 

parallel bo‘lsin, A va B nuqtalarga t=1, t=3 qiymatlar mos keladi. 

. y=x3- y  nuqtasida o‘tkazilgan 

urinma AB vatarga parallel bo‘ladi: A(0;0),  B(3;8) 

26.30. Quyidagi funksiyalar uchun Lagranj formulasi yozilsin va C(x,y) nuqta 

topilsi

1) [0;1] segmentda ƒ(x) = arctgx 

2) [0;1] segmentda ƒ(x) = arcSinx 

3) [1;2] segmentda ƒ(x) = lnx 

26.31. Quyidagi funksiyalar uchun Koshi formulasi yozilsin va C nuqta 

topilsin: 

1) [0; π/2] segmentda Sinx va Cosx 2) [1;4] segmentda x2 va 

mu ‘ ilsin. 

26.28. Tenglamalari x

M nuqtani topingki, bu nuqtad

 26.29 3x egri chiziqning AB yo ining qaysi

n. 

x  

Quyidagi funksiyalarni Makloren formulasi bo‘yicha yozing: 

26.32. ƒ(x) =cosx    26.33. ƒ(x) =(1+x)a 

Quyidagi funksiyalar limitini toping:  

26.34. 
1

2
3lim
−

−

∞→ xx e

arctgxπ    26.35. 4
0

)(2lim x
Cosxee xx

x

−

→

+−   

26.36. 
xSin

xe x

x 5
13

2

3

0
lim −−

→

   26.37. 

6

333
3

0
lim xSinxarctgx

xxexSin x

x −−

+−

→
 

Sinx
x

x ln21
lnlim

0 +→

             26.39. 
xctg

x
x π

)1ln(lim
1

−

→

 26.38.  

ctgxCosx
x

)1(lim
0

−
→

   26.41. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

→

xctg
xx

2
2

0

1lim  26.40. 

( )xx

x
x

1

2lim +
∞→

   26.43. 
2

1

0
lim

x

x x
tgx

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

→

 26.42. 
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27. FUNKSIYANI  HOSILA  YORDAMIDA  TO‘LA TEKSHIRISH 

ani teksh sash quyidagi umumiy sxema bo‘yicha 

bajaril

siyaning ani lanish sohasi topiladi. 

 

Funksiy irish va grafigini ya

adi:  

1) Funk q

( ) ( ) ( )( )fDxxfxf ∈±=− , ,  toqligi  ( ) ( ) ( )( )fDxxfxf ∈±−=− ,  2) Funksiya juft 

yoki juft ham emas, toq ham emasligi aniqlanadi. Agar funksiyaning juft yoki toqligi 

aniqlansa, funksiyani m

yetarli

‘lsa, bu funksiyaning grafigi Oy o‘qiga nisbatan 

simmetrik, toq bo‘lsa koordinata boshiga nisbatan simmetrik bo‘ladi. 

3) Davriy yoki davriymasligi aniqlanadi. Davriy funksiyani bir davr oralag‘ida 

tekshirish yetarli. 

qtalari topiladi. Ox 

o‘qi  b  

usbat yoki manfiy haqiqiy sonlar yarim o‘qida tekshirish 

.  

Agar funksiya juft funksiya bo

4) Funksiya grafigining koordinata o‘qlari bilan kesishish nu

( )
⎩
⎨ = 0y

 sistema,ilan kesishish nuqtalari  ⎧ = xfy  Oy o‘qi bilan kesishish nyqtalari esa 

fy figining asimptotalari 

quriladi.  

5)  Uzilish nuqtalari aniqlanadi va ularning atrofida funksiyaning o‘zini tutishi 

tekshiriladi. Funksiyanig og’ma asimptotasi  

( )x  sistemani yechish bilan topiladi. Funksiya gra
⎩
⎨
⎧

=
=

0x

( ( ) ( )[ ] bkxykxxfb
x
xfk

xx
+=−==

∞→∞→

,limlim ) tekshiriladi  

6)  Funksiyaning o‘sish va kamayish intervallari, maksimum va minimum 

nyqtalari topiladi.  

7) Funksiya grafigining qavariqligi va egilish nuqtalari topiladi. 

8) Yig‘ilgan ma’lumotlar jadval ko‘rinishida tuziladi. 

9) Funksiya grafigi yasaladi. 

 

27.1. Quyidagi berilgan funksiyani tekshirib, grafigini chizing: 
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1
1)(

2 +
= 2 −x

xxf  berilgan funksiya D={(-∞;-1)∪ (-1;1)∪ (1;+ ∞)} to‘plamda 

aniqla

anidan u juftdir va uni [0;+∞] oraliqda 

tekshirish kifoya. 

ikkinchi tartibli hosilalari: 

ngan. 

 Bu funksiya uchun f(-x)=f(x) bo‘lg

 Funksiyaning birinchi va 

22 )1(
)`(

−
=

x
xf  4− x

32 )1(
)``(

−
=

x
xf  

Birinchi tartibli hosila [0;+∞) oraliqning x=1 nuqtasidan boshqa barcha 

nuqtalarida aniqlangan va x=0 nuqtada nolga aylanadi. Ikkinchi tartibli hosilaning 

x=0 nuqt

2 )31(4 + x

adagi qiymati ƒ``(0) =-4<0, shuning uchun ƒ(x) funksiya x=0 nuqtada 

maksi um qiymat f(0)= -1 bo‘ ladi. 

Endi (0;1) va (1;+ ∞) da ƒ`(x)<0 bo‘lganidan bu to‘plamda ƒ(x) ning 

kamayuvchiligi kelib chiqadi. So‘ngra: 

mumga ega va bu maksim

 

+∞=
−
+

−−→ 1
1

2

2

01
lim x

x
x

    −∞=
−
+

+−→ 1
1

2

2

01
lim x

x
x

  

−∞=
−−→ 1

1
2

2

01
lim x

x
x

    +
+∞=

−
+

+→ 1
1

2

2

01
lim x

x
x

  

bo‘lgani uchun =±1 (funksiyaning ikkinchi tur uzilish nuqtalari) to‘g‘ri 

chiziqlar vertical asimptotalar ekanligini va  

 x

( )

( )[ ] 1
1
1

01
1
1

2

2

limlim =⋅
−
+

==
∞→∞→ xx

x
x
xfk

xx  
2

2

imlim =
−
+

=−=
∞→∞→ x

xkxxfb
xx

funksiya grafigining 

asimptotasi ekanligini hosil qilamiz. 

 Endi 1+ =0 tenglama xaqiqiy sonlar o‘qida yechimga ega 

bo‘lm g babli funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi nolga teng bo‘lmasligi, 

ya’ni egilish nuqtasi yo‘qligi kelib ciqadi. Ikkinchi tartibli hosilaning qiymatlari [0; 

1) da ƒ``(x)>0, (1; + ∞) da ƒ``(x)<0. Demak, funksiya grafigi (-1; 1) da qavariq, 

hamda 

l

limitlarga ko‘ra y=1 gorizontal to‘g‘ri chiziq ƒ(x) 

3x2

a anligi sa

 va (1; +∞) da botiq bo‘ladi. 
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 -1 (-1; 0) 0 (0; 1) 1   

 +  + 0 -  - 

 +  - -4 -  + 

     -1   
  II tur  max  II tur 

uzilish 
 

uzilish 

 

 
                                            X 

  0    

 

llar: 

unksiy alari  toping: 

                                       y 

                                  1 

                                 0                  
                                -1         

 
                                                                     

Mustaqil yechish uchun miso

Quyidagi f alar grafiklarining asimptot ni

2
322

+
+−

=
x

xx27.2.  y

∞=
+

+−

−→ 2x 2
32lim x

x , ya’ni x=-2 to‘g‘ri chiziq vertical asimptotadir. 
2x

1
)2(
322

k=lim
∞→x

b=
+
+−

xx
xx  = 4]

2
32[

+
−
x

x2

lim −=−
+

∞→

xx
x

 demak y=kx+b formulaga 

ko‘ra ‘g‘ri ch iq og‘ma asimptotadir. y=x-4 to iz

1
2
−

=
x

x27.3. y    27.4. x
x
x

+y
−

=  
12

x
xln

=    27.6. 27.5. y 41
x

y +=   2x

27.7. 42 2 += xy    27.8. 
12 +

=
x

xy  

27.9. 
x

Sinxxy +    27.10. 12

2

2

2

=−
b
y

a
x   =
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uyidagi berilgan funksiyalarni tekshirib, grafiklarini chizing: Q

27.11. 3 31 xy −=    27.12. xSiny 2=  

27.13. )1lln −−= x   n(xy 27.14. 
42

3

−
=

x
xy  

27.15. 3)1(16 −= xx  y

27.16. [ )( )π,022 xCosSinxy +=   oraliqda 

27.17. 
2

2

−
=

x
xy    27.18. xxy )1( −=  

1
ln

−
=

x
xy    27.20. y=Sin2x-x ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
;

2
ππ27.19.  oraliqda 

27.21. y=2x± ctgx   (0, π ) oraliqda 

27.22. y=x+    27.23. y=ln(x+xe− 12 +x ) 

27.24. 2

3

)2( −
=

x
xy   

Quyidagi funksiyalar grafiklarining asimptotalarini toping: 

27.25. y=2x-
x

Cosx    27.26. y= x
x

x 3ln2

−  

27.27.    27.28. y=0.5x+arctgx 

27.29. y=-xarctgx 

xexy −⋅= 2
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28. TO‘LA DIFFERENSIALGA  DOIR  MISOLLAR YECHISH 

kki, uch va undan ko‘p o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lgan funksiyalar ko‘p 

o‘zgaruvchiga b

 

v=f(x;y;z;….;t) 

kabi yoziladi. Ko‘p o‘zgaruvchiga bog‘liq funksialardan bir o‘zgaruvchisi bo‘yicha 

xususiy hosila hisoblaganda boshqa o‘zgaruvchilari o‘zgarmas deb qaraladi. Ko‘p 

o‘zgar nksiyaning to‘la diffe icha 

topiladi: 

z=f(x,y) funksiya uchun  

I

og‘liq funksiyalar deyiladi va  

z=f(x;y)

u=f(x;y;z) ... 

uvchiga bog‘liq fu rensiali quyidagi formula bo‘y

  

u=f(x,y,z) funksiya uchun 

dz
z
fff ∂

+dy
y

dx
x

du
∂∂

∂
+

∂
=
∂

 

28.1.  ( )
y

xxyyxz +=,   funksiya xususiy hosilalarini toping. z(x,y) 

funksi i o‘zgarmas son 

deb qaraymiz: 

yadan x bo‘yicha xususiy hosilani hisoblaganda o‘zgaruvchi y n

y
y

xx
z 1

2
1

+=
∂
∂ ;  

z(x,y) funksiyadan o‘zgaruvchi y bo‘yicha xususiy hosilani hisoblaganda 

o‘zgaruvchi x ni o‘zgarmas son deb qaraymiz: 

yy
xx

y∂
z

•
−=

∂
2

 

28.2. z(x,y)=  funksiyaning to‘la differensialini toping: )ln( 22 yxx ++

dy
y
zdx

x
zdz

∂
∂

+
∂
∂

=
   

 128



( )
 

( )
;12 2222

'
22 yxyxyxxz x =

+
=

+
+

++
=

∂              
1

'22 xyx x +
+

+1

222222 yxyxxxyxx ++++++ 22 yxx +∂

 

( )
( );

2

222222

2

22

2

yxxyx
y

yxx

y
y

yxx

x

+++
=

++
+

++

++
=    2 2

'
2 xyxz y +∂

x∂

  

 

 

Mustaqil yechish uchun misollar: 

Quyidagi funksiyalarning xususiy hosilalarini toping: 

8.3.  z(x,y)=
yx
yx

+
−        28.4. 2   

28.5.  z(x,y)=
Cosy
Cosx

−   28.6. z(x,y)=ln(x2-y2) ; 

28.7.  z(x,y)=x Sin(x+y);  28.8. 
22

),(
yx

xyxz
+

=  

28.9
x
y   28.10. . z(x,y)=arcsin     

28.11.  z(x,y)= x
y

e
sin

y
xxy +  z y) 28.12. (x, = ; 

differensiallarini toping: 

28.13.  z=

 

Quyidagi funksiyalar to‘la 

   28.14.   

28.15.    28.16.   

28.17.    28.18.    

    28.20 .   28.19.

28.21.  ;  28.22.  
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28.23.  

28.24.     ekani isbot qilinsin. 

28.25. ekani isbot qilinsin. 

: 

 

Quyidagi funksiyalar xususiy hosilalarini toping

 28.27.  28.26. 

 28.29.  28.28. 

  28.31. 28.30.  

28.32.    28.33. u=(x-y) (x-z) (y-z). 

Quyidagi funksiyalar to‘la differensialini toping: 

28.34. 

 

   28.35.  

;  28.37.  28.36. 

   28.39.     28.38. 
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2 TIBLI XUSUSI9. YUQORI TAR Y HOSILALAR 

 

),( yxfz =    funksiyaning biror ( ) 2
000 , RyxM ∈  nuqtadagi gradienti deb, 

nuqtadagi s xususiy hosilalar qiymatlariga 

teng bo‘lgan ikki o‘lchovli vektorga aytiladi va 

koordinatalari   0M ),( yxf  funksiyaning mo

0MM
grad

=
 kabi yoziladi.  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨ ∂

=
x

ugrad M ;00
0

⎧
∂

∂∂
y

yxzyxz ),(),( 00  

 
22

Gradient uzunligi  ⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝ ∂

+⎟
⎠

⎜
⎝ ∂

=
yx

zgrad  formula bo‘yicha hisoblanadi. ⎞⎛ ∂⎞⎛ ∂ zz

funksiya uchun   nuqtadagi gradiyent va uzunligi 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

∂
∂

∂
∂

= ;;;
0 z

u
y
u

x
uugrad M  

222 )()()(
z
u

y
u

x
uugrad

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=  

formulalar bo‘yicha hisoblanadi. 

 

29.1. Quyidagi funksiyalarning nuqtalardagi gradiyenti va uzunligini toping: 

a)   u=xy2z3  funksiyaning  nuqtada toping. 

Buning uchun berilgan funksiya xususiy hosilalarini topamiz: 

22332 3;2; zxy
z
uxyz

y
uzy

x
u

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂  

36;12;4
000
=

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

MMM z
u

y
u

x
u  

{ }36;12;4
0
=Mgradu  

145636124 222
0

=++=Mgradu  

в)    nuqtada. 

2222

2;2
yx

y
y
z

yx
x

x
z

+
=

∂
∂

+
=

∂
∂  
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;
8)4,3(

;
6)4,3(

=
∂

=
∂ zz

 
2525 ∂∂ yx

   

 

Mustaqil yechish uchun misollar: 

Quyidagi funksiyalarning nuqtalardagi gradiyenti va uzunligini toping: 

29.2. , (2; 1) da  

3.29.    da  

29.4.  , (1

5.

; 2; 1)  da 

 29.  da  

rini toping:  

.

 

Quyidagi funksiyalarning ekstremum nuqtala

  29.6

Avvalo kritik nuqtalarni topamiz. Buning uchun ikki o‘zgaruvchi bo‘yicha 

hosilani topib, ularni nolga tenglab, sistemani yechamiz:  

 

( )

⎪⎩ ⋅= yez y 22'⎪

⎪
⎨

⎧
++= yxez

x

x

2
2
1 22'

 
⎪ x

 

 

Bu sistema  sistemaga teng kuchli. 

Bu sistemaning yechimi  ,  bo‘ladi.  Demak (-2; 0) kritik nuqta. II 

tartibli xususiy hosilalarni   ko`rinishda belgilab, ularni 

kritik nuqtalardagi qiymatlarini topamiz:  

( )4
4
1 22'' ++= yxe  ,   2'' 2

x

yy ez =  
x

,   zxx
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 , Bundan  bo‘lgani uchun  

(-2;0) da funksiya ekstrem bo‘lgani uchun (-2; 0) minimumga ega. umga ega A>0 

29.7.  

29.8.  

29.9.  

29.10.  

Funksiyaning ko‘rsatilgan sohalardagi eng katta va eng kichik qiymatlarini 

toping: 

29.11.  doirada  

1) Funksiyaning berilgan sohadagi kritik nuqtalarini topamiz:  

      

Demak, (0,0) kritik nuqta va u sohaga tegishli. 

2) Funksiyaning topilgan nuqtadagi qiymatini topamiz:  

3) Funksiyani sohaning chegarasidagi eng kichik va eng katta qiymatini 

topamiz. 

Bu sohaning chegarasi x2+y2=4 aylanadan iborat, y2=4-x2 buni berilgan 

funksiyaga qo‘ysak z=x2-(4-x2), z=2x2-4, x2+y2=4 aylana ustidagi nuqtalar uchun 

z=2x2-4 funksiyaning , shunnig uchun  dagi eng kichik va  eng 

katta qiymatlarini topamiz kritik nuqtalarini topamiz 

z`=4x

F nksiyaning kritik nuqtalaridagi z2(0)=-4 ni topamiz. 

z4(2)=2*22-4=4, z3(-2)=2*(-2)2-4=4  

4) Topilgan z1, z2, z3, z4 qiymatlarni taqqoslaymiz. Demak, -4 funksiyanig eng 

kichik

y2-xy+x+ bilan 

chega

. Buning uchun bu funksiyaning 

, 4x=0, x=0  

b) u

c) Funksiyaning chegaraviy nuqtalardagi qiymatini topamiz׃  

, 4 esa eng katta qiymatidir.  

29.12. z=2xy, x2+y2≤1 doirada  

29.13. z=x2+ y. x=0, y=0, x+y=-3 to‘g‘ri chiziqlar 

ralangan uchburchakda. 

29.14. z=1-x2-y2, (x-1)2+(y-1)2≤1 doirada. 
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Berilgan nuqtada funksiyalarning gradiyentlarini va ularning uzunliklarini 

toping.  

 

 z=2xy    

29.15. z=x2+y2   (3; 2) da 

29.16.   (x0; y0) da 

29.17.  (-1; 2) da 

29.18.  (0; 3; 4) nuqtada 

           

29.19. z=xy2(1-x-y) 

Quyidagi funksiyalarning ekstremal nuqtalarini toping: 

 29.20. 

29.21.  

29.22. z=x3+y3-15xy 

29.23.  

 

Funksiyalarning ko‘rsatilgan sohalarda ig  eng katta va eng kichik qiymatlarini 

toping

9.24. z=x2+2xy-4x+8y, x=0, y=0, x=1, y=2 to‘g‘ri chiziqlar bilan 

chega

2, y=-3, y=3 to‘g‘ri chiziqlar bilan 

chega

: 

2

ralangan to‘rtburchakda  

29.25. z=arctg(x2-xy+y), x=-2, x=

ralangan to‘rtburchaklarda. 
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30 Q EGRALLASH USULLARI 

 
al bo’lgani uchun asosiy 

integrallash form topish mu kin. Barcha formulalarda 

. ANI MAS  INTEGRALNI  INT

Integrallash amali differensiallashga teskari am

ulalarini bevosita m     

x ning differensiallanuvchi funksiyasi deb belgilanadi. Ixtiyoriy formulani o’ng 

tomonidan hosila olib tekshirish mumkin. 

1. 

Asosiy integrallash jadvali: 

                                      2.  

                                    4.  3. 

                                 6.  5. 

                         8.  7. 

                          10.  9. 

             12.  11. 

                    14.  13. 

15. . 

Aniqmas integral  ko‘rinishida yoziladi. Asosiy masala y=f(x) 

funksiya uchun boshlang‘ich F(x) funksiyani topishdan iborat. 

Boshlang‘ich funksiya F(x) uch usulda topiladi: 

I. Bevosita integrallash. Bu usulda boshlang‘ich funksiya integrallar 

jadvalidagi formulalar orqali amalga oshiriladi.  

Misol keltiramiz: 

30.1.
x

dx
x

dxx∫ ;)(ln 4

mkin. Shuning uchun 

 ifodani diferensialning tarifiga ko‘ra d(lnx) kabi 

yozish mu  tenglik o‘rinli, bu 

ifoda lnx ga nisbatan darajaning integrali, demak,  
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30.2. 

   

Bu yerda 

 
formulalardan foydalandik. 

II. Aniqmas integralni yangi o‘zgaruvchi kiritish usuli bilan integrallash.  

i. 

Bu usulga ko‘ra integral ostida biror funksiyani yangi o‘zgaruvchi kiritish bilan 

integral jadvaldagi formula ko‘rinishiga keltirilad

  aniqmas integralni yangi o‘zgaruvchi 30.3. A) 

kiritish usuli bilan integrallang.  

Buning uchun integral ostida shunday yangi o‘zgaruvchi kiritish kerakki, bu 

ifodani differensiallasak qolgan ifoda kelib chiqishi kerak. 

∫

∫

+
+

=+==

=

=

=

=+

=+=

C

x

Ctdtt

dtdxx

dtdxx

iallaymizdifferianstx

dxxxJ

3

)3
2

sin2(

3

2
cos

2
1*

2
cos2

3
2

sin2

2
cos)3

2
sin2(

3
3

2

2

 

 formuladan foydalandik.  

∫ ==−=
+ 4sin2

4sin) 4

∫ −=+−=
+

−=
2

2cos
2
1

22
1

22
1

22

xarctgCtarctg +

−=

=−
=

;

2
4sin

2*2sin*2cos2
2cos

42cos

2

2

C
t

dt

dtxdx

dtdxxx
tx

 

Bu yerda 

dtxdxx
xdxB

 formuladan foydalandik. 
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C)  aniqmas integralni integrallang. 

Bu integral trigonometrik almashtirish yordamida integrallanadi: 

J= ∫ ∫∫ ++==−=
=
=

=− Ctttdttdtt
tdtdx

tx
dxx4 2sin2cos4cos2*sin44

cos2
sin2 222  

x=2sint sint=
2
x ,  t=arcsin

2
x ni oxirgi tenglikka qo‘yamiz  dan 

 
III. Aniqmas integralni bo‘laklab integrallash. 

Aniqmas integralni bo‘laklab integrallash formulasi .   

mulaga 

 

Bu for ko‘ra   integral ostidagi ifoda ikki bo‘lakka bo‘linadi.  

hunday ikki bo‘lakka bo‘linadiki  S   ni hisoblash berilgan integralni 

hisobl

30.4.

ashga qaraganda qulayroq bo‘lsin. 

∫∫ =
+

⋅−=
==

+
==

= 2

33

3
2

2
2

133
3

,

1
,

x
dxxarctgxx

xvdvdxx

x
dxduarctgxu

arctgdxdxx   

.)1ln(
6
1

6313
1

3
2

23

2

3

Cxxarctgxxdx
x

xxarctgxx
+++−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−− ∫  =

Mustaqil yechish uchun misollar: 

uyidagi integrallarni toping: 

0.5.

Q

                                   30.6.  3

                            30.8.  30.7. 

                                   30.10. ( )∫ + dxxx 330.9. ; 

0.11. ( )
∫

− dx
x

x
3

1 ;                            30.12.  3

30.13. ;                         30.14.  

30.15. ;
cossin 22∫ xx

dx
 

 

O‘zgaruvchini almashtirish usulidan foydalanib integrallarni toping: 
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30.16.                       30.17.   

30.18.                 30.19. ;  

30.20.                                     30.21.  

 30.22. 

 

Bo‘laklab integrallash usulidan foydalanib integrallarni toping: 

30.23.                       30.24.  

30.25.                                 30.26.  

30.27. ;                            30.28.  

                             30.30.  30.29. 

 

Quyidagi integrallarni toping:  

30.31.   ;                                     30.32.  

30.33.                                   3 34. 0.   

30.35.                                30.36. ; 

30.37.  ;                                   30.38.  

30.39.      30.40.  

30.41.                    3 .42.0   

                             30.44.  30.43. 

30.45.                           30.46.  

30.47.   

30.48.             30.49.    

 30.50. 
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31. ANIQ  INTEGRAL 

 Aniq integral  ko’rinishida yoziladi va Nyuton-Leybnits 

formulasiga ko’ra hisoblanadi: 

 
unksiya y=f(x)F(x) f  uchun boshlang’ich funksiya, a-integralning quyi, b-yuqori 

chegaralari.  

ga o’xshab integrallab, so’ngra 

Nyuton-Leybnits formulasiga ko’ra hisoblanadi. 

ida egri chiziqlar bilan chegaralangan yuzalarni, 

aylanm lar hajmini, egri chiziq yuyining uzunligini va h.k.larni hisoblash 

mumkin.  

Quyidagi aniq integralni hisoblang: 

31.

Aniq integralni ham xuddi aniqmas integral

Aniq integralni yordam

a jism

 

∫∫ −=+=+ 1
0

2

0

)18(
3

)1(
3

1 t  ++=
0

3
2 22)1()1( tdttdt

1 11

1. 

33
1

03
)1(sinsin)cos1(sin

10 0
2/

1
0

0

=−=⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝
−=−−==−=−= ∫∫∫ tdttdtxdxxdxxdx

t
x π

 
31.2.

2113 ⎞⎛ tx

31.3. 

0
2

2/ cos
2

2/
3

=txππ

∫∫ −=−−=+−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=
=

=
=

= −−−−
−−

−
1

0

1

0

21
0
1

)(
0
1

,
,

e
exedxexe

ev
dxdu

dxedv
xu

dxxe xxxx
xx

x  

     

31.4.

∫ ∫∫∫ =
−

==
−

=

⎥
⎦

4 4

2/4/ ππ

⎥
⎥
⎥

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

=

=
− 2/

4/
2

22

22

2
2

2

2

sin
sin1

sin
coscos

sin
sin1

12/2
arcsin

sin

1

π

π

π

π

π

dt
t

tdt
t
ttdt

t
t

t
x

xt
dx

tx

dx
x

x
⎥
⎤

= 2 221 cos
π

tdt

4
1

4
1

24/
2/

)( πππ
π
π

−=++=−−= tctgt
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     31. 2=8 ayl

toping

Yechish: Grafiklar kesishish nuqtalarini topamiz: 

5. x2+y ana y=x2/2 bilan ikki qismga bo’lingan. Ikkala qismini yuzasini 

. 

 

22

2
1 xx −=  8

28
4

xx
−=  

4

2
4

8x
−=

0432 42 =++− xx  

4
x  

x,2=x  ,2−=  1 2

2282 === rrSd ππ  

3
42

2
2

6
8

2
1

8
arcsin4)8(

3
2

2

2

2
1 +=

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+=−= ∫

−

ПxxxxdxxS  (kv.birl.) 

3
46

3
42812 −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=−= πππSSS d  (kv.birl.) 

 

31.6. y=2-x2 va y3=x2 egri chiziqlar bilan chegaralangan figuraning yuzini 

toping: 

 

Yechish: Egri chiziqlar kesishish nuqtalarini topamiz: 
3 222 xx =−  ,,y

y3=x2

-1 y=

y=2-x2

x 

2642 6128 xxxx =−+−  

08136 246 =−+− xxx  

,11 −=x  ,12 =x  
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( )∫
−

− =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=−−=

1

1

1
1

3 5
3

3 22

15
32

5
3

3
12

5
3

3
12

5
3

3
22 xxxdxxxS  (kv.birl.) 

 

 

ralangan figurani Ox o‘qi atrofida 

aylant

Yechish:  sistemasidan kesishish nuqtalarini topamiz: 

31.7. y=x2 va x=y2  parabolalar bilan chega

irishdan hosil bo‘lgan jism hajmini hisoblang: 

⎩
⎨
⎧

=
=

2

2

yx
xy

1,0,1,0 2121 ==== yyxx  

).(
10520520

4

0
21 birlikkubdxxxdxVVV πππππ ∫∫ =⎟

⎠
⎜
⎝

−=⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝

−=−=+=   

31.8. 

311152 x ⎞⎛⎞11 x⎛

 
3

2 xy =  32 2
−=  yarim kubik parabolaning)1(

3
xy parabola ichki qismi bilan 

chegaralangan yoy uzunligini hisoblang: 

g kesishish nuqtasini aniqlaymiz: Yechish: Egri chiziqlarnin
33

)1(2 3 xx =−  

,1
2
3),1()1(

3
2,

3
2,2 ` −=−−=== xyholdauxxychunkiyдаx  

∫ ∫ −=−=
1

2212L

Mustaqil yechish uchun misollar: 

i hisoblang: 

=−+
1

)2255(
9

13
2

2)1(
2

dxxdxx  

 

Quyidagi aniq integraln

31.9. 

2 213

∫ −
1

1dxx     31.10. 
5

∫ +−1
2 54xx

 

31.11. 

2 dx

∫
− +1 5x

4

dxx     31.12. ∫
+e

dxx3 ln1  
x1

31.13. ∫
−

1

0
21 x

xdx     31.14. ∫
−

1

0
24 x

dx  

31.15. ∫
4/

4sin
π

xdx     31.16. ∫
e

xdx2 ln x
1

 
0
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31.17.     31.18. 

1 9.
0

)1ln( dxx     31.20. 

31.21. 

 ∫
π

0

sin xdxex ∫
1

0

arcsin xdx  

3 .1  ∫ +
1

∫
2/

0

2cossin
π

xdxx  

∫ +

1 dx

0 1xe
    31.22. ∫ +12x+

4

0 1
dx  

31.23. ∫
−0

24 x
  

1 2dxx   31.24. ∫ +
1

0

21 dxx  

31.25. ∫ +1
2xx

    31.26. 
3 dx

∫ −1 12x
 

2 dx

31.27. ∫ +

e

xx
dx

1
2 )ln1(

    31.28. x
1

arcsin

2 cos
π

xdxx  

  

Berilgan chiziqlar bilan chegaralangan figuralar yuzalarini hisoblang: 

− va Ox o’q bilan 

∫
e

xdx  

31.29. ∫
2/

0

31.30. y = 24 x

31.31. 2)1( −= xy va 1
2

2
2 =−

yx  

31.32.  chiziqlar bilan chegaralangan

Egri chiziqlar

31.33. dan 

 figuraning 

yuzini toping. 

 

 yoylari uzunliklari hisoblansin: 

0,cosln1 =−= xxy
6
π

=x  gacha 

31.34. 0,cos8sin6,cos6sin8 =−=+= tttyttx dan 
2
π

=t  gacha 

31.35. 0,2,
3
1 23 =+=−= ttyttx  dan 3=t  gacha 

31.36. chiziqlar bilan chegaralangan figurani Oy o‘qi atroqida 

aylantirishdan hosil bo‘lgan jismning hajmini toping. 

2,422 ±==− yyx  
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31.37. 
1

1
+

= 0,1,2 =±= yx
x

y

atr n ping. 

1.38. 

 chiziqlar bilan chegaralangan figurani Ox o‘qi 

ofida aylantirishda  hosil bo‘lgan jismning hajmini to

3
2

3
2

3
2

ayx =+3  Ox o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan jismning 

hajmin hisoblan

ntegrallarni hisoblang: 

31.39. 

i g. 

 

I

∫
3

2
2x

dx      40. ∫
3 xdx

−0
24 x

 

∫ 2 2cos x
dx     31.42. 

6

8

П

П

31.41. ∫ + 2)1( x
dx  

4

1

31.43. ∫ +0
21 xe

    3 .4
1 xdxe 1 4. ∫ −

2

1

22 dxx  

П

∫
2

0

П

31.45 x    31.46dx  .cosx ∫
4

3xdtg

31.47. y=0, x=-1, x=4 to‘g‘ri chiziqlar bilan chegaralangan 

figuraning yuzini toping. 

31.48.  va 

0

x  

1parabolani 2 += xy

2)1( −= xy 1
2

2
2 =−

yx  chiziqlar bilan chegaralangan figuraning yuzini 

ning O(0,0) dan V(

toping. 

31.49. 34 4xy = egri chiziq 32;3 ) gacha bo‘lgan yoyning 

31.50. egri chiziqning 

uzunligini toping. 

)ln(sin xy =
3
π

=x  dan 
2
π

=x  gacha bo‘lgan yoyning 

uzunligini toping. 

== x aralangan figurani Ox o‘qi 

atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan jismning hajmini hisoblang. 

31.51. ,1,4, == yxxy  chiziqlar bilan cheg1,4

31.52. 12

2

=
zx   ellipsining hajmini his blang2

2

2

2

++
cb

y
a

o . 
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32. HOSMAS INTEGRALLAR. ANIQ  INTEGRALNI  

TAQRIBIY  HISOBLASH  FORMULALARI 
  as integrallar ikki hil turda bo‘ladi: 

1-tur xosmas  integrallar chegaralari cheksiz bo‘lgan integrallardir. 

I. Xosm

∫ ∫∞→
=

+∞

dxxfdxxf )(lim)(  (1) 

Bu tenglikda o‘ng tomonda turgan limit mavjud bo‘lsa, u holda xosmas integral 

 yaqinlashuvchi integrallar deyiladi.  

Agar ko‘rsatilgan limit cheksizga teng bo‘lsa yoki mavjud bo‘lmasa xosmas 

integral uzoqlashuvchi deyiladi. 

dxxfdxxf )(,)(  xosmas integrallar ham shunday aniqlanadi. 

2-tur xosmas integrallar.  

b

a a
b

∫
+∞

a

dxxf )(

∫ ∫
∞b

∞− ∞−

Agar )(xfy =  funksiya [ ]ba;  kesmani gn  x=a nuqtasida, x=b nuqtasida yoki 

x=c nuqta atrofida aniqlanmagan bo‘lsa, bunday funksiyadan 

olinga a  d iladi. 

 funksiya  oraliqda aniqlangan va uzliksiz bo‘lib,  x=b nuqta 

 limitga 

funkts
a

b

a

dxxf
ε

ε
)(lim

0
 tenglik bilan 

aniqlanadi. Agar o‘ng tomonda turgan limit mavjud bo‘lsa, xosmas integral 

yaqinlashuvchi deyiladi. Agar limit mavjud bo‘lmasa, xosmas integral uzoqlashuvchi 

-tur integrallar ham uddi shunday aniqlanadi. 

[ ]ba;  ga tegishli biror 

n integr llar 2-tur xosmas integrali ey

)(xfy = [ ]ba;

atrofida chegaralanmagan funksiya bo‘lsa, u holda ∫
−

→

sb

a
e

dxxf )(lim
0

)(xf  

iyaning 2-tur xosmas integrali deyiladi va ∫
b

dxxf )( ∫
−

→
=

deyiladi. 

Boshqa 2  x
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II. Ani  integ rni taq . q ralla ribiy hisoblash  aniq integralda ∫=
b

a

dxxfI )( )(xfy =  

funksiya uchun boshlang‘ich funktsiyani har doim ham topib bo‘lmaydi, bunday 

holda aniq integralni taqribiy hisoblash formulalaridan foydalaniladi. 

1. To‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi: 

  

2. Trapetsiya formulasi: 

 ∫=
b

a

dxxfh )( ∑
−

=
− =+++≈

1

0
110 )...(

n

i
in yhyyyh

 )...
2

()( 121
10

−++++
+

≈∫ n

b

a

yyyyyhdxxf  

3. Simpson formulasi:  

)42...424(
3

)( 123210 nnn

b

a

yyyyyyyhdxxf +++++++≈ −−∫  (n=juft son) 

Misollar ko‘ramiz: 

Xosmas integrallarni aniqlang: 

32.1.  xosmas integrallarni taqribiy hisoblang va yaqinlashishini 

tekshiring: 

∫
+∞

=
0

cos xdxI

∫
+

+∞→+∞→+∞→+∞→
=−===

b

bbbb
bb

b
xxdxI

0

sinlim)0sin(sinlim
0

sinlimcoslim  demak xosmas integral 

uzoqlashuvi. 

32.2. ∫
+∞

+
=

0
21 x

dxI  xosmas integralni hisoblang va yaqinlashishni tekshiring: 

∫
+

+∞→+∞→+∞→+∞→
==−==

+
=

b

bbbb
arctgbarctgarctgb

b
arctgx

x
dxI

0
2 2

lim)0(lim
0

lim
1

lim π  xosmas integral 

yaqinlashuvchi. 

32.3. ∫ =
1

0

1)(;
x

xf
x

dx  funksiya x=0 nuqtada chegaralanmagan. 

∫ ∫ +→+→+→+→
=−===

1

0
00

1

0
00

`lnlim)ln1(lnlim
1

lnlimlim aa
a

x
x

dx
x

dx
aaaa

. Bu limit mavjud emas. 

Berilgan xosmas integral uzoqlashuvchi. 
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32.4. ∫
1 dx xosmas integralni hisoblang va yaqinlashishini tekshiring: 

−0
21 x

21
1)(

x
xf

−
=  funksiya x=1 nuqtada uzulishga ega 

∫ ∫ −−=
−

=
− →

−

→

1

0

1

002
arcsin)1(arcsin(lim

0
1

arcsinlim
1

ε
ε

ε

ε

εx
dx

==
− →

0 0
2 2

)0lim
1

π
εx

dx  

32.5. ∫ +−
=

2

0
2 34xx

dxI xosmas integralni hisolang. 

34
1

2)(
+−

=
xx

xf  x=1 nuqtada uzilishga ega, shuning uchun 

∫ ∫ ∫ +−
=

2

2I +
+−

=
+−0

1

0

2

1
22 ;

343434 xx
dx

xx
dx

xx
dx  

∫ ∫ =
−−

==
1 1

22

13ln1limlim
εε xdxdx

∞=
+

=−
+

−−−+− →→

−

→→ 0000

2lnlim1)3ln2(lnlim1
ε
ε

ε
ε

εεεε x
 

erilgan xosmas integral ham uzoqlashuvchi. 

32.

i

0 0 220121)2(34 xxx

Integral uzoqlashuvchi, demak b

6. ∫ +=
6

0

2 )3( dxxI  integralni taqribiy (trapetsiyalar formulasi yordamida) 

[ ]hisoblang (n=6). 6;0  oraliqni 6 teng qismga bo’lamiz: 

 

x 0 1 2 3 4 5 6 

yi 3 4 7 12 19 28 39

 

1
6

06
=

−
=

−
=

n
abh  trapetsiyalar formulasi asosida: 

 

32.7.Simpson formulasi yordamida  integralni taqribiy hisoblang va aniq 

qiym

ulasiga asosan 

∫=
10

0

3dxxI

ati bilan taqqoslang: 

2500
4

1010 4410
3 xN’yuton-Leybnits form

0
==== ∫ dxxI   

40
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Simpson formulasini qo‘llash uchun [ ]10;0  oraliqni 10 teng qismga bo‘lamiz: 

xi 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

yi 125 216 343 512 729 10000 1 8 27 64 

 

2k=10, demak k=5 

[ ] 25001000)512216648(2)729343125271(40
310
01010

0

3 =++++++++++
⋅
−

== ∫ dxxI  

Quyidagi xosmas integralni hisoblang va ularni yaqinlashuvchi yoki 

uzoqla nshuvchiligini aniqla g: 

32.8. ∫
∞

1 x
dx      32.9. ∫

∞
−

0

2

dxxe x  

  32.10. ∫
∞

−1
22 1xx

dx     32.11. 22 dxex
x

 ∫
∞

.

0

32.12  ∫
−

6

2
3 2)4( x

dx     32.13. ∫
1

2x
arctgxdx  

∞

32.14. ∫
2

2

dx    32.15. 
−0 )1(x

 ∫
∞

1 x

3

2

sin xdx  

32.16. ∫
1

2 dxex x     32.17. 
∞

− ∫ xx1 ln
 

e dx

32.18. ∫
+∞ xdx     32.19. ∫

3 dx  
∞− + 21 x −−1

2 34 xx

32.20. ∫
+∞

∞− ++ )4)(1( 22 xx
dx

 

32.21. Trapetsiyalar formulasi yordamida hisoblang: ∫=
2 dx

1

2ln
x

 

32.22. Simpson for isoblang:mulasi yordamida h  ∫ =+ 31 dxx
2

1

)42( n  

2.23. Simpson formulasi yordamida hisoblang: ∫ =
+

4

0
4 )42(

1
n

x
dx  3

∫
−

=
1

0
24

6
x

dxπ  ni taqribiy hisoblang. 32.24. Simpson formulasi yordamida 
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Quyidagi xosmas integrallarni hisoblang va yaqinlashishini tekshiring: 

32.25. ∫
+∞

+0 x21
dxarctgx     32.26. ∫ +

0

2
∞−

dx  
4 x

32.27. ∫ xx0
2)(ln

   
e dx
1

 32.28. ∫
+∞ +

1

)1ln( dx
x

x  

32.29. ∫ −
1

)
2

cos1( dx    
+∞ x 32.30. ∫

−

1

1
2x

dx  

32.31. ∫
−

1 2cos x

0
3 21

dx
x

    32.32. ∫ +0 )1( x

+∞

3

dx  

32.33.
+∞

−

0

2

dxe x           ∫

Simpson formulasi yordamida taqribiy hisoblang: 

32.34.   ∫ =−
0

)62(2cos3 ndxx
2
π

  

  32.35.  ∫ =+
3

1

2 )62(1 ndxx  

     32.36.   =+
3

)102()2ln( ndxx  ∫
−

     Trapetsiyalar formulas

     32.37. 

1

i yordamida taqribiy hisoblang: 

∫
−

=
+

1

1
2

)4(
1

n
x

dx        32.38. ∫ +1 21 x
=

4

)6(nxdx  
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33. O‘Z A
TENGLAMALAR 

b, erkli o‘zgaruvchi  x  noma‘lum  funksiya  y(x)  va 

uning  turli  tartibli  hosilalari  yoki  differensiallarini  bog‘lovchi  tenglamaga 

aytiladi   va  F(

GARUVCHISI  AJR LADIGAN DIFFERENSIAL 

Differensial  tenglama de

,, yx y′ y ′′, ( )ny,... )= 0  ko‘rinishda yoziladi .  

Agar  noma’lum  funksiya birgina  erkli  o‘zgaruvchiga  bog‘liq bo‘lsa, bunday 

differe nglama deyiladi. Birinchi tartibli 

differe nglama

nsial tenglama  oddiy  differensial te

nsial  te  F( yx y′, )=0 yoki hosilaga  nisbatan yechilgan  bo‘lsa  

=f(x,y)  ko‘rinishda yoziladi . 

alarning umumiy yechimi deb, bitta  

ixtiyo g  m  hamda  quyidagi  shartlarni  

qanoa h

,

y′

 Birinchi tartibli differensial tenglam

riy o‘z armas  C iqdorga  bog‘liq  bo‘lgan 

tlantiruvc i   y=ϕ  (x,C)   funksiyaga aytiladi. 

 a) bu funksiya  differensial  tenglamani  C o‘zgarmas  miqdorning  har qanday  

aniq  qi ida  ham  qanoat

 b) x=x0 bo‘lganda  y=y0 boshlang‘ich  shart  har qanday  bo‘lganda  ham 

C  miq

ymat lantiradi. 

dorning  shunday  C=C0 qiymatini  topish  mumkinki,   

y = ϕ (x,C0)  funksiya berilgan  boshlang‘ich  shartni  qanoatlantiradi. 

 y = ϕ (x,C0)  berilgan adi. 

 Biz o‘zgaruvchilari  ajratilgan  va o‘zgaruvchilari   ajraladigan  hamda  

bir jinsli  va chiziqli d a i qaraymiz. 

 M(x)dx + N(y)dy =0     ko‘rinishdagi tenglama o‘zgaruvchilari ajralgan  

tengla  o‘zgaruvchi  

bo‘yicha  integrallanadi . 

 I. M(x)N(y)dx+P(x)Q(y)dy=0  ko‘rinishdagi tenglama 

o‘zgaruvchilari  ajraladigan  tenglama  deyiladi. Bu tenglamada oldin o‘zgaruvchilar  

ajratiladi, so‘ngra  integrallanadi. 

Mislollar keltiramiz: 

33.1. =y ctg x, (0<x<

tenglamaning  xususiy  yechimi  bo‘l

ifferensial  tenglamal rn

ma  deyiladi. Bu tenglama  yechimini  topish uchun  har bir 

y′ π ,-∞<y<∞) differensial tenglamaning  x0= 6
π  ,       

y0 =2 shartni  qanoatlantiruvchi  yechimi topilsin: 
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Yechimi:  
dx
dy = y ctg x,      

y
dy = ctg x dx,  lny=ln sin x + ln C;  

 y= C sin x    umumiy yechim.   

6
π

60
π

=x ,  y0=2 shartlarni qo‘yamiz, 2=Csin  ;  C=4 ; 

    33.2 = ri  te garuvchi  

bo‘yic ra m

 y= 4 sinx  xususiy yechim. 

x dx + y dx 0  o‘zgartiruvchila ajralgan nglamani  har bir  o‘z

ha  integ llay iz 

∫ xdx  + ∫ydy =C ,   
2

2x  +
2

2y = C  ,   x2+y2= 2
1C  

tenglamaning umumiy  yechimi bo‘lib, markazi  koordinata  boshida yotgan, radiusi  

C1 ga 

    33.3

n tenglamaning  har bir  hadini xy≠0 ga bo‘lamiz   

teng  bo‘lgan aylanalar oilasining tenglamasidir. 

. (1+x)y dx+ (1-y) x dy =0  bu o‘zgaruvchilari ajraladigan  tenglamadir. 

O‘zgaruvchilarni ajratish uchu

       011
=

−
+

+ dyydx  , integrallaymiz     ln│ │+x+ln y –y=ln C
yx

x x  ,  

         ln
C

= y-x ;    xy e
C

=  ,      xy=Ce    bu tenglamaning  umxy y-x y-x umiy  

yechimi. 

 

II   )(  
x
ydy englama  

deyila

dx
ϕ=  ko‘rinishdagi  tenglamaga  bir jinsli  differensial t

di.  

  
x
y = u a ashtirish bi  i allanadlm lan ntegr i. lno

x
y '−  o‘lchovli  bir  jinsli   funksiya. 

33.4.  
33

2 yx
d
d

=
2

yxx
y

−
     tenglama  bir jinsli  differensial tenglama. Bu 

tenglamani  y=ux almashtirish   bajarib  integrallaymiz,  y=ux dan     x
dx
duu

dx
dy

+= ; 

 

333
.2

xux

uxx
dx
duxu

−
=+ ;                u

u

u
dx
dux −

−
= 31

;         31

4

u

u
dx
dux

−
=  ;        
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o‘zgaruvchilarni  ajratamiz   

 

 4

31

u

udx −
=   du integrallaymiz   ln x + ln C = 

x 33

1

u
-ln u ; 

 

ln Cxu = 33
1

u
− ;           ln Cx 3

3 y

3x
x
y

−=  ;     ln Cy=- 33

3

y

x    ;   

 

III. Chiziqli differensial tenglamalar  

i  chiziqli dif

tenglamaning  umumiy  yechimi. 

I – tartibl ferensial tenglama deb  

y′+P(x)y=Q(x)      (1) 

`rinishdagi   teng aga  aytiladi . I-tartibli  chiziqli  tenglama  ikki usulda  

integrallanadi. 

1-usul. (1)  tenglama  yechimi  ikki funksiya  ko`paytmasi  shaklida qidiriladi   

y=u(x) 

u,v lardan  birini  topish  ixtiyoriy.  

2-usul o`zgarmasni  variatsiyalash usuli (1) tenglamaning  umumiy  yechimini 

topishda   Q(x)=0 deb  olib, o`zgarmas sonni, x ning funksiyasi deb qaraladi va 

+P(x)y=0  bir jinsli  chiziqli  tenglamani  yechamiz. 

ko lam

v(x)  (2) 

′y

Mislollar  keltiramiz: 

32 xxxy33.5.
dx

−=−   chiziqli  tenglamaning  um iy  yechimini  toping: dy um

P(x)=-2 x;  Q (x)=x-x3. 

iy yechimini  

  (2) 

Tenglamaning umum

y=u*v

ko`rinishda  qidiramiz (2) tenglikni  differensiallaymiz: 

dx
duv

dx
dvu

dx
dy

+=  (3); 

(2), (3) ni berilgan  tenglamaga qo`yamiz  
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u 3**2 xxv
d

v
dx

−=+ ;    u(ux
x

dudv
− xv

dx
2− )+vdv 3xx

dx
−=   (4)  

u, v  lardan birini topish ixtiyoriy bo

du

`lgani uchun v ni 02 =− xv
dx
dv   tenglikdan  

topamiz. 

xdx
v
v 2= n |v| = x2 +lnC,  v=Ce x

2
  xususiy holda   C=1 deb olsak  v= 2xe  d , l

l jratib  integrallaymiz: Bularni  (4) ga  qo`yib, o`zgaruvchi arni  a

      du=(x-x3) xe−  dx   2

  

                u= ( )∫ ∫ ∫ −−− −=− dxexdxxedxex xxx 22 3  

Bu  integrallarni b

x
23

o`laklab integrallaymiz: 

     u=- 2xe−  ( 2
2
11 x− )+C    

y=u*v=- 2xe− * 2xe  (1-
2

x )+C=
2

Cx
+−1

2
; 

2

33.6. y′+2xy=x ,  

+2xy=0 tenglamani  hosil qilamiz   

2xe−

Q(x)= x e− =0 deb  olib,  2x

′y

xy
dx
dy 2−= ;     xdx

y
dy 2−= ;  ln |y|=-x2+lnC, y =C 2xe−  

Tenglamaning  umumiy  ec idagi  C ni  x ning  funksiyasi  deb qarab,him    y ni  

x bo`yicha   integrallaymiz   
22

2 xCxexe
d
dCdy

xdx
−−−=  ni berilgan tenglamaga  qo`yamiz . 

2222
22 xxexCxexCxexe

dx
dC −=−+−−−  

22 xxexe
dx
dC −=−   ;  dC =x dx,      C = 12

2
Cx

+ , 

y=C  = (2xe−

12

2
Cx

+ ) 2xe−   tenglamaning  umumiy  yechimi hosil bo`ladi 
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Qu e  tengl larni  

qanoatla :

33 x +(x+1 0         33.8.   

Mustaqil yechish uchun mashqlar: 

yidagi differ nsial amalarni integrallang va boshlang‘ich shart

ntiruvchi  yechimni toping  

12 +y.7.   xy d )dy = ;   dx = xy dy;   

 33.9.  (x2-1) +2xy2=0  y(0)=1  33.10.  y ′ y ′ ctgx+y=2      y(0)=-1  

 33.11.  =3y′  3 2y , x=2 ga y= 0  33.12. 2 x2y y′+y2 = 2 

Quyidagi  bir jinsli  tenglamalarni  yeching: 

33.13.     22 yx

xy
dx
dy

−
=   33.14.   x 0=+ y

dx
dy  

33.15.      x dy =(x+y)dx   33.16. (x+2y)dx- x dy =0 

33.17. (x-y)dx+(x+y)dy =0 

Tenglamalarni  integrallang: 

33.18. -y=2x-3    33.19. y′ z′=10x+z

33.20. e-s(1+
dt
ds )=1   33.21. x 1=+ t

dt
dx  

33.22. (y2-2xy)dx+x2dy=0  33.23. 2x3 y ′=y(2x2-y2); 

 33.24. y2+x =2x y   33.25. (x2 +y2)2 y ′ y ′  y′=2xy 

33.26. x -y=x tg y′
x
y    

Quyidagi  chiziqli  differensial  tenglamalarni har ikki usulda yeching  

33.27. x -2y=2x4   33.28. y′ y′+ytgx =sec x 

33.29. x +xy +1=0  33.30. 2 y′ y′=2x(x2+y) 

33.31. x +(x+1)y=3x2e-x 33.32. (2x+1)y′  y′=4x+2y 

33.33. x( -y)=ex    33.34. y+x(y ′ y ′ -x Cos x) 

33.35. (x -1)lnx=2y y ′
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34. CHIZIQLI  DIFFERENSIAL  TENGLAMALAR 

I. n

       +P(x)y=Q (x)yn                (1) 

ko‘rinishdagi  tenglama  Bernulli tenglamasi deyiladi, P(x), Q(x) - x ning  uzluksiz  

fu ing  n≠0, n≠1 bo‘lganda  ten

yn   I-tartibli  ga  keltiriladi. 

  Misol:   

Ber ulli   tenglamasi  

y′

nksiyalari. Bu tenglaman glamaning har ikki  tomonini  

ga  bo‘lib  osongina chiziqli  tenglama  ko‘rinishi

1. 2xy
x
y

dx
dy

−=+   Bernulli tenglamasini  integrallang: 

2Tenglamaning har ikki tomonini y  ga bo‘lamiz. 

x
yxdx

dy

y
−=+

1
2

1 ;    z
y
=

1 z
y
=

1 belgilash  kiritamiz  ni x bo‘yicha 

differensiallaymiz   -
dxdxy

=2 ,      dzdy1 x
x
zdz

dx
=−  chiziqli  tenglama  hosil  

bo‘ladi, z=u*v;  
dx
dudvdz v

dx
u

dx
+=      u x

x
uvdudv

dx
v

dx
=−+ , 

u(
x
v

dx
dv

− )+v
dx
du =x     0=−

x
v

dx
dv ,    

x
dx

v
dv

= ,    v=x   x x
dx
du

= , 

u=x+C;     z=x(x+C)      )(1 Cxx +=
)(

1
Cxx +y

,    y=   umumiy yechim. 

II.  To‘la differensialli  tenglama.     

Agar  M(x,y)dx+N(x,y)dy=0         (2)  

ten  F(x,y) funksiyaning to‘la differensiali bo‘lsa    

berilgan a to‘la d

    (3) 

(2) tengl

glamaning  chap qismi  biror 

tenglam ifferensialli tenglama deyiladi, bunda 

dF=M(x,y)dx+N(x,y )dy   

ama to‘la differensialli bo‘lishi uchun   
x
N

y
M

∂
∂

=
∂
∂   shart bajarilishi kerak.  

Misol: 

2. 

dif al    differensialli  tenglama  ekanini  aniqlang  va 

tenglamani yeching.   M=2x+3x2y,  N=x3-3y2  

(2x+3x2y)dx+(x3-3y2)dy=0     (4) 

ferensi  tenglama  to‘la
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,23xM
=

y∂
∂

         
2N

=
∂ 3x

x∂            
NM ∂∂
xy ∂

=   tenglik  o‘rinli, demak  berilgan  ∂

tenglama  to‘la  differensial  tenglama. To‘la  differensial   

dF= F ′ xdx+ F ′ y dy  bo‘ladigan F( x,y) funksiyani topamiz. =2x+3x2y, 

ning  birinchisini  o‘zgaruvchi  y ni  o‘zgarmas  

deb  olib, x bo‘yicha  integrallaymiz: 

F= (2x+3x2y)dx=x2+x3 y +

F ′ x

y =x3 23y−    (5)   tenglamaF ′

 ∫ ϕ  (y)   

Bu ifodani  (5) ning  ikkinchi  tenglamasiga  qo‘yib  

[x2+x3y+ϕ  (y)] y ′=x3-3y2 ,  bu tenglikdan  x3+ 23 3)`( yxy −=ϕ , 23)`( yy −=ϕ   

sil bo‘ladi. ho

    Integrallasak CyCyy +−=+−= 3
33)(ϕ . Demak F(x,y)=x2+x3y-y3+C 

3

tenglamaning um iy  yechimi  hosil bo‘ladi. 

 

 

    

um

Mustaqil yechish uchun mashqlar:

Berilgan  Bernulli  tenglamalarini integrallang: 

34.1. xy
xdx

dy
y

3211
=−yx

x
ydy
=−

4
dx

           34.2.             

34.3.  2x y +3x2y2+7=0         34.4. 3xy22 y′  y′ -2y =x              

Qu anini  

aniqlang

34.5. 2xydx +(x2-y2)dy=0   34.6. (2-9xy2)x

34.7. e-ydx-(2y+xe-y)dy =0  34.8.   

3 2

 

yidagi differensial  tenglamalarni  to‘la  differensialli  tenglama  ek

 va tenglamalarni yeching: 

dx +(4y2-6x3)ydy=0 

0)ln( 3 =++ dyxydx
x
y    

34.9. 032 =− dy
y

dx
y

 

 

52 3 + yx

Berilgan differensial  tengl rallang: 

3 22 + yx

amalarni  integ
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34.10. y′= 23 yx
y    34.11.  y
−

′=y2e 2x -2xy 

34.12. 2 y ′+y tgx =y2sinx  34.13. xy dy =(y2+x2)dx 

34.14. 2x(1+ yx −2 )dx- yx −2  dy =0   34.15. (1+y sin2x)dx-2y cos x dy =0 

2

2 2

34.16. 3x (1+lny)dx=(2y-
y

)dy   

34.17. (

x3

2
sin

+
y

x )dx + 0cos|12

=
+ dyyx  

12cos
|

−y
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3 . SONL  QATOR5 I LARGA DOIR MISOLLAR 

.1     ko’rinishdagi yig’indiga sonli qator 

deyiladi va                     

 
kabi b delgilana i. Agar     sonli qatorning birinch n ta 

hadining yig’indisi   da chekli S limitga intilsa: 

 
qator  yaqinlashuvchi deyiladi. S son yaqinlashuvchi qatorning yig’ndisi deyiladi. 

Yaqinlashuvchi bo’lmagan  qator  uzoqlashuvch qator deyiladi. 

Berilgan qatorni yaqinlashuvchi bo’lishi uchun   ning nolga 

intilishi   zarurdir ( ammo yetarli emas). 

Qator yaqinlashishining yetarli shartlari quyidagilar: 

rcha hadlari anfiy bo’lmagan qatorga aytiladi, 

yani 

a) Musbat hadli qator deb ba  m

. Musbat hadli qator yaqinlashishining Dalamber alomati: Agar 

 
b) Musbat hadli qatorni taqqoslash. 

 

 
ikkita hadli qator o’lsin. 

1) agar 

musbat  b

 bo’lib, ikkinchi qator yaqinlashuvchi, u holda birinchi qator 

ham yaqinlashuvchi bo’ladi; 

2) agar birinchi qator uzoqlashuvchi bo’lsa, u holda ikkinchi qator ham 

uzoqlashuvchi bo’ladi.  
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c) Integral alomati (Koshining integral alomati). Agar  deb olinsa, 

bunda  amayuvchi va  k

   

 
d) Agar ishoralari navbat bilan o’zgaruvchi  

   qatorda  va 

 
bo’lsa, qator yaqinlashadi, bu Leybnits alomatidir. 

e) Absolyut yaqinlashish:  

  (1) qator hadlarining absolyut qiymatlaridan 

tuzilgan  (2) qator yaqinlashsa, (1)  qator ham 

yaqinlashadi. Bu holda (1) qator absolyut deyiladi. (1) qator 

yaqinlashuvchi bo’lib, (2) qator uzoqlashuvchi bo’lsa, (1) qator shartli 

yaqinlashuvchi deyiladi.  

35.1. 

 yaqinlashuvchi qator 

...
35
12...

12
7

7
5

2
3

35
12

1

+
−
+

++++=
−
+∑

= n
n

n
n

n

∞

sonli qatorning yaqinlashuvchi 

bo‘lishining zaruriy sharti bajarilishini tekshiring. 

Yechimi: 
35
12 +

=
nan lim

∞→n 35
32

−
+

n
n =

5
2

n
n

alim
∞→

= 0
5
2
≠

−n
 . Demak yaqinlashuvchi 

bo‘lishining zaruriy sharti bajarilmaydi, qator uzoqlashuvchi. 

35.2. Umumiy hadi 
!

2a
n

n =  bo‘lgan sonli qator yaqinlashishini D
n

alamber 

belgisi yordamida tekshiring:  

Yeching: 02lim!*2limlim
2

1 ===
∞→

+

∞→

+

∞→

na
n

n
n ; d=0<1, demak sonli qator 

yaqinlashuvchi. 

35.3. Koshi, belgisi yordamida sonli qatorni yaqinlashishini tekshiring

Yechimi: Qatorning umumiy hadi. 

12)!*1( ++
=

nna
d

nn
n

n

: 

n
n n

na )
12

(
+

= ;  
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1
2121212 +++ ∞→∞→∞→∞→

n
nn nnnnn

11limlim)(limm <====
nna n nn  demak qator 

yaqinl

K id

li

ashuvchi. 

∑35.4. oshining integral belgisi yordam a 
∞

=

2n

yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi ekan

+1
22 )1(n n

 qatorning 

ini toping:  

Yechimi: ( )
( )22 1

2
+

=
x

xx  deb olaylik.  f

2
1)

1
1

11
(lim)

1
(lim

)1(
lim

1( 1
1

2
1

2222 =
+

−=
+

=
+ ∞→∞→∞→∫ ∫ xx

dx
x b

b

bb

11)1(
)

2
2 −=
+

−
+

+
b

xdx  demak 

hosma  integral yaqinlashadi shuning uchun berilgan qator yaqinlashadi. 

35.5. 

2∞ b

s

...1111 11 +
∞

+ nn )1(...
32

1)1(
1

+−+−+−=−
=
∑ n

 qatorning yaqinlashuvchanligini 

tekshiring: 

ing shartlari bajarilyapti. 

Ya’ni 

nn

Yechimi: berilgan qator uchun Leybnits alomatin

01lim lim ==
∞→∞→ n

U
n

nn
...1...

3
1

2
11 >>>>>

n
 va  demak qator yaqinlashadi.  

35.6. ...sin...
211

3333 ++++=∑
n nn

2sinsinsin∞

=

naaana  qatorning yaqinlashuvchanligini 

tekshi

Yechimi: qatorni qaraymiz 

ring: 

1sin ≤na  bo‘lgani uchun 

∑
∞

=

∞

=

=≤=
1 1

∑3 *1sin

n n
nn V

n
na

U 33

1
nn

 qator yaqinlashuvchi. Demak berilgan ∑
∞

=

shuvchi. 

 

tekshiring: 

35.7. 

1
3

sin
n n

na qator 

absalyut yaqinbla

 

Qatorlar uchun yaqinlashuvchi bo‘lishining zaruriy sharti bajarilishini

...
8
7

6
5

4
3

2
1

++++     35.8. ...
81
8

27
6

9
4

3
2

++++  
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Koshining integral belgisi yordamida yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi 

ekanini tekshiring: 

35.9. ...
10
1

741
++  35.10. 111

++  ...
31

1
21

1
11 22 +

1
2 +

++
+

+
 

35.11. ...
4ln4

1
3ln3

1
2ln2

1
222 +++  

Dalamber belgisi yordamida qatorlarning yaqinlashuvchi yoki 

uzoqlashuvchi ekanligini tekshiring: 

35.12. ...
41
84

3121
21 ++++    35.13. ...

7*2
333 32

5*23*2
1 32 ++++  

.35.14  ...
3*3*2

5
3

1
42

+  
4
13

3*3
9

3
+++

Taqqoslash belgisi yordamida qatorlarning yaqinlashuvchi yoki 

uzoqlashuvchi ekanini tekshiring: 

35.15. ...
4

1
3

1
2

11 ++++   35.16. ...
4ln

1
3ln

1
2ln

1
+++  

 

Quyidagi qatorlarning shartli yoki absalyut yaqinlashishini tekshiring: 

35.17. ∑ +2

n   35  ∑
∞

=

+

−
−

−
1

1

13
23)1(

n

n

n
n  

∞

=

+−
1

1

1
)1(

n

n

n
 .18.

35.19. ∑
∞

=

+−
1

1

2* n   35.20. ∑
∞1)1(

n

n

n
 

=

− )1( n

 

 

Quyidagi qatorlarning yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi ekanini 

teksh

35.21. 

−1 lnn nn

iring: 

∑
∞

=1 2
sin

n
n

π     35.22. ∑
∞

=1 4n n
tg π  

35.23. ∑
∞

= +1 )1ln(
1   .24. ...

55
1

33
1

n n
  35 1+  ++

35.25. ...
10

1
7
11 22 ++++  35.26. 

4
1

2  ...
27
61

9
41

3
21

+++  

35.27. ...
!5!31

642
++  +
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Qatorlarning yig‘indisini toping: 

35.28. ...1
+   35.29. 

7*55*33*1
11

++ ...
5*4*34*3*23*2*1

1
+  

 

11
++

Quyidagi qatorlarning shartli yoki absalyut yaqinlashishini tekshiring: 

35.30. ∑
∞

= +1
2 1n n

    35.31. 2cos na ∑
∞

=

1 +

+
−

1

1

1
)(

n

n

n
 1

∑ +−
4

1 3)1( n  
∞

=

35.32. 
1

2
n n
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36. FUNKSIONAL  QATORLARGA  DOIR  MISOLLAR 

36.1. ∑
=

+
+

++
+

+
+

=
+1

2422 ...
1

1.....
1

1
1

1
1

1
n

xn xxxx

∞

 funksional qatorning 

yaqinlashish sohasini toping.  

Yechimi: qatorning umumiy hadi .
1

)( 2nn
1
x

xU
+

=  Agar  bo‘lsa. U holda 1<x

.11)( 2lim == nn xU  0lim1lim +∞→∞→ nn x
≠nU  bo‘lgani uchun, qator uzoqlashuvc

∞→n
hidir. 

Agar ....
2
1

2
1

2
1
+ 1=x  bo’lsa, ++  uzoqlashuvchi qatorni hosil qilamiz. Agar 1>x  

bo‘lsa, ++++ xxxx 2

1......11 … qatorning hadlari cheksiz kamayuvchi. Geometrik 

prog slash belgisiga ko‘ra qator 

yaqin

asi 

−−∞

42

ressiya hadlaridan kichik bo‘ladi, demak taqqo

lashadi.  

Demak, berilgan funksional qatorning yaqinlashish soh

);1()1 +∞∪ dan iborat. ;(

 

Qatorlarning yaqinlashish sohasini toping:  

36.2. ∑
∞

=

−1;nx      36.3. ∑
∞

=

;ln n x   
1n 1n

36.4. ∑
∞

= +1
2 ;

1n
nx

     36.5.
nx  ∑

=1

;
2

sin
n

n

x∞

  

36.6. ∑
∞

= −1 4*)12(n
nn

;    36.7. + )2( nx ∑
=

−−

1

)1( ;
n

ne  
∞

36.8. ......;1.....111 +++++   
32 xxx n

36.9. ...
)1(

1...
)1(3

1
)1(21

1
223222222 +
+

++
+

+
+

+
+ nxnxxx

 .1

36.10. ....;
2

.....
42 1 +++++ −nx  qatorning (-2; 2) oraliqda t

32 nxxx ekis 

yaqinlashishini tekshiring. 

36.11. ...
10101010 32 n.....1

3963

++++++
nxxxx  qatorni yaqinlashishini tekshiring.  
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Yec imh i: nna
10

1
= , shuning uchun yaqinlashish  3

3 1010lim ==
∞→n

R   radiusini

)10;10( 33−  formuladan topamiz. Demak berilgan qatorning yaqinlashish oralig‘i 

bo‘la . Agar di. Qatorning yaqinlashishini oraliqning chekka nuqtalarini tekshiramiz
3 10  bo‘lsa, qator 1+1+1+1+….. ko‘rinishga ega. Aga=x r 3 10−=x  bo‘lsa, qator 

1-1+  uzoqlashadi. Demak, qatorning 

yaqinlashish sohasi 

1+… ko‘rinishga ega. Bu qatorlar 

).103  ;10( 3−

 

Quyidagi qatorlarning yaqinlashish sohasini toping: 

36.12. ( )
( )∑

∞

=

. 
−
+

1 !12
1

n n
x  36.13

n

∑
∞

=1

)(
n

nnx  

36.14. ∑
∞

=

1n−

1

!
n

xn  36.15. ∑
∞

=1n ( )234 −n
 

121 *2 −− x nn

bo‘yicha yoying. 

 funksiyani =1 nuqta atrofida Teylor qatoriga yoying.  

36.16. 1224)( 345 +++−= xxxxxf  ko‘phadni (x=1) ikkihadning darajalari 

36.17. xxf ln)( = 0x

1
1)(
+

=
x

xf36.18.  funksiyani Makloren qatoriga yoying. 

shish sohasini toping: 

 

Qatorlarning yaqinla

36.19. .....
4*33*32*3 32 ++++1

32 xxx  36.20. ...
453525

1
3

5

2

3

+++−
xxx  

36.21. 1+ ...
37

8
35

4
33 32222

+++
xxx  36.22. 

32

∑
∞

=

n

.

1 !n n
x  

36.23  
531

+  
)32()32(32 32 −− xx −

−
x

rajalari bo‘yicha 

yoying.  

36.25. 

36.24. 13)( xxxf  funksiyani (x-1) ikkihadning da510 +−=

x
xf 1)( =  funksiyasini 30 =x  nuqta atrofida Teylor qatoriga yoying va 

yaqinlashish sohasini toping. 
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36.26. xexxf *)( 2=  funksiyani Makloren qatoriga yoying va yaqinlashish 

soha

ying. 

sini toping.  

36.27. xexf 2)( −=  funksiyani x ning darajalari bo‘yicha qatorga yo

36.28. 
24 x−

1)(xf −=  funksiyani x ning darajalari bo‘yicha qatorga yoying. 

 

 164



 

JAVOBLAR:                                                                           

⎛− 81 ⎛ −− 1393 ⎜

⎝

   

⎠

⎞

⎜
⎝

⎛

−

−

01

11

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−− 25711
0

405
       

⎛ 1411 ⎜

30
19
28

⎛ 79

⎝

−
0 −

31
01
551

  

⎜⎜
⎝ 10317

7
⎟
⎞

⎜⎜ 78910
7
1
246

 
−83
25    

 
⎠

⎞

⎜
⎝

⎛

333

1174

⎝
1.20.      

.21.     ⎞
⎜
⎛ 2573     1.22.    ⎞

⎜
⎛ −−− 3169         

⎠⎝ 75 ⎠
⎜
⎝ 14118

4

⎠
⎜
⎝ 966 ⎝ 30

1.26.    
−− 995

1413
1016

   1.27.     
⎜
⎜
⎜

⎝ −
−

261713
32279  1.28.             

1.29.     ⎜
⎜
⎜

000
0000
0000
000 ⎞

⎜
⎛

0300
0020
0001

      1.31. 

1.3.    ⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝ − 90

         1.4. ⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝ − 1358

       1.5.    
⎟
⎟

⎜
⎜ −

35
14             ⎞ ⎞ ⎟

⎠

⎞⎛ 02

 1.6.  (6     7)         1.7.    ⎟
⎟

⎜
⎜

10        1.8.   ⎟
⎟

33101
⎟

 
⎟

1.9.     ⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝ 187

      1.10.   
⎟
⎟

⎜
⎜

⎝ 2819
1536      1.11.    ⎟⎟

⎠
⎜⎜
⎝ 92

    ⎞ ⎟

⎠

⎞⎛ 1615
⎞

1.12.   
⎜
⎜

8234
1536      1.13.    

⎟
⎟

− 14312
926       1.14.   

92
03

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞
⎜
⎛ 1001 ⎛ − 6

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

7

1.15.    ⎟
⎟

⎜
⎜

2091216
3522317      1.16.   ⎟

⎟
⎜
⎜ −−

777
0505  1.17.    ⎜⎜

⎝

⎛
1
16

⎟
⎞

⎜
⎛ 23191710

⎜
⎛ 8

⎟⎟
⎠ ⎠⎝

⎟⎟
⎟⎟
⎠

⎞

1.18.   ⎟
⎟

⎜
⎜

− 224    1.19.      ⎟⎟
⎞

⎜⎜
⎛
19
8      

⎟ ⎠ ⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

32
56

106

1  ⎟⎟
⎠

⎜
⎝ −111 ⎟

⎠
⎜
⎝ 172119

⎟

1.23.    ⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎜

13
41016
70

;    ⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎛

371
66

 1.24.    ⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎛

696
669

      1.25.     ⎟⎟
⎞

⎜⎜
⎛ 02    

⎛ 8

⎟ ⎟ ⎠⎟

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ ⎞⎛ − 292211

⎟
⎟
⎟

⎠
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
30
02

⎛0

⎟⎜⎜
⎝0 ⎟⎟

⎠
⎜⎜
⎝ 4000

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎟
⎟
⎟

         1.30.     ⎜
⎜

2.3.    -2   2.4.    -35  2.5.    4 ab    2.6.     1  

 165



2.7.   ( x2+y2)/x(x2-y2) 2.8. a)  sin(a+b)sin(a-b)    b) 5                                       

) x1=1/2, x 2 = b  x2 =3          c) x1=2;  x2=3 

 ) x є [2;3]   b) (-∞ ,2)  

2.9.   a 1           ) x 1 =-5/2,  

2.10.  a  (5 , ∞)            2.11.   -10 

4a               2.13.   68               2.14.   15   2.15.   29                                     

2.16.   0  2.17.  -20  2.18.  -4a 3      2.19.  48 

2.20.   1              2.21.    sin(b-a)         2.22.   sin(b-y)+sin(y-a)+sin(a-b)   

2.23.    cos2a+cos2b+cos2y  2.24.   (ab+bc+ca)x+abc 2.25.   1  

2.26.   -37/4         2.27.    0           2.28. 5         2.29. -2

2.12.   

=1    

a ,   a>0,   a≠1  

         2.32.   (x-y)(y-z)(x-z)     2.33. amn 

a (x-z) (y-z)(y-x)   2a/2       2.36.   3abc-a3-b3-c3         
3-(a+b+c)x2+abc      2.38.   6          2.39.   20       2.40.   -8 

1)kπ/12+πk/2         2.42.    x<0 

3.1.   a)-22           b)34       3.2.    -11        3.3.   -b(b+1)        3.4.    -2x                  

         3.8.      0  

3.9.      0               3.10.  96                   3.11.     40          3.12.       0 

3.13.     54            3.14.   465                3.15.   -10           3.16.    10  

8     14           3.20.   -12 

3.21.    -1              3.22.   -20                 3.23.      2            3.24.   160 

       7.    -252         3.28.       -4  

    b) |A|=133 4  r(A)=3                 

|=0,  N(A)

2.30.   10       2.31.   72

2.34.    2.35.   4sinasin

2.37.   2x

2.41.   x=(-

3.5.    68               3.6.      0                   3.7.      0    

3.17.  17               3.1 .    65                 3.19.

3.25.     0        3.26.   2(ad-bc)        3.2

3.29.     900          3.30.       12     3.31.   39520   3.32.     a2b2 

3.33. (n-1)!         3.34. -2(n-2)! 

4.1. a) |A|=4,  N(A)=3, r(A)=2          ,  N(A)=1 , 

    c)  |A = 29 A         d) |A|=0, N, r( )=2    (A)= 116 , r(A)=2                  

4.2.    r=3  4.3.   r=2  4.4.     r=2  4.5.   r=2 

=  4.8.   

r=3  

4.14.   4.15.   r=2  4.16. 

4.6.    r=2  4.7.   r 2  r=2  4.9.   r=1 

4.10.   r=1  4.11.   r=2  4.12.   r=2  4.13.   

 r=2  
⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝

12
⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎛−
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6
1

3
1

 4.17. A-1 mavjud 

emas. 
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4.18.   ⎞
⎜
⎛− ctga 1  
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⎛ − 212
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, r(A)=2 4.25.   a) | N A)=7,   r(A)=2 b) |A|=35, N(A)= 61

c) |A|=0,   N(A)= 29 ,    r(A)=2  d) |A|=0,  N(A)=6,   r(A)=3 

 r(A)=3       4.29.  r(A)=2  

 r= tritsa mavjud emas. 

C =
⎝ −

−
/19134/17
134/134/1134/13

⎜
⎛

−
−−
−−−

10/1
5/45
5/12/52/5

 

⎠⎝− 5/75/15/12
5/1   0

)=2,  r(B)  ste a as

)=2,    sistema  birgalikda  emas. 

) istema  bi alik  r (B)    sistema  birgalikda. 

5.6.Sistema   birgalikda.                   5.7.r(A)=r(B)=3   sistema  birgalikda. 

   sistema   birgalikda. 

a   birgalikda.            5.11. Sistema   birgalikda. 

s likda.      3. istema   birgalikda. 

(   sistem

=2,  r(B

3       sistema   birgalikda. 

5.17.  r(A)=r(B)=2       sistema   birgalikda.  5.18. Sistema   birgalikda  emas. 

6.3.      6.5. 1 2 3 4  

=1; ,  t=2/3 

; -2; -5) 

6.11. (5; 6; 10)     6.12. (-1; 0; 1)     6.13. (2; -1; -3)    6.14. (1; -1; 2) 

4.26. r(A)=2        4.27.  r(A)=3       4.28. 

4.30.    3        4.31.   r=3        4.32.    Teskari ma

4.33.    
⎟
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⎠1341134/
31  4.34. 
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5/110/7
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⎝− 13/2  ⎟

⎟
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⎜
⎛ −− 5/45/25/9

⎛ 0 ⎞

5.2. r(A =3   si ma  birg likda  em . 

5.3. r(A   r(B)=3

5.4. r(A =r(B)    s rg da.  5.5. (A)=r

5.8.r(A)=r(B)=2

5.9.r(A)=2,  r(B)=3   sistema   birgalikda  emas. 

5.10. r(A)=r(B)=2   sistem

5.12. Si ema    birga       5.1   r(A)=r(B)=2   s

5.14.  r A)=2,  r(B)=2 a  birgalikda. 

5.15.  r(A) )=3  sistema   birgalikda  emas. 

5.16.  r(A)=r(B)=

6.2. (1; 1; 1)    (2; -1; 0) 6.4.(1; 2; 3) x =x =1,  x =x = -1 

6.6. x1 x2=x3=2; x4=0  6.7. x=-3,  y=0,  z= -0,5

6.8. x=2,  y= -3,  z= -1,5,  t=0,5 6.9.(-1; 3; 2)         6.10.  (1
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6.15.(1; 0; 2)     6.16. S chimga  ega  emas.      6.17. (1; -2; 3) istema  ye

6.18. x = -2, x =0, x =1, x = -1  6.19. x = 2, x = -2, x =1, x = -1 

as. 
1 2 3 4 1 2 3 4

6.20. Sistema  yechimga  ega  emas.  6.21.  Sistema  yechimga  ega  em

7.2. 
⎭
⎬

⎩
⎨ ∈−− Rxxx 333 ;

5
2;

5
   7.3. Sistema yechi⎫⎧8 7 mga ega emas. 

yechimga ega emas.  7.6. 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈−− Rxx 33 ;

5
4;

5
12  7.4. (1;0;2;-3)     7.5. Sistema 

7.7. Sistema yechimga ega emas.         7.8. x1=-1;  x2=3;  x3=-2;  x4=2. 

=2;  x5=1.  7.9. x1=5;  x2=4;  x3=3;  x4   7.10.  (1;-1;2) 

7.11
⎭
⎬

⎩
⎨ ∈∈−+−− RxRxxxx 43434 ;;

55
;

55
.7.12. Sistema yechimga ega emas. 

7.13. 

⎫⎧ 71714

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧− 0;

7
13;

7
2

       
7.14. (1;  2)   7.15. Sistema yechimga ega emas. 

7.16.  (1;  2;  3;  4)  7.17. Sistema yechimga ega emas.  7.18. (2;  1;  -3;  1)  

7.19. (3;  -5;  4;  -2;  1)                         7.20. (1;  2;  -1) 

8.1. r=7,     cosα=2/7,    cosβ=3/7,   cosγ=6/7.  

8.2. M( )23 kji −+ 8.3. (3),3;3;2 r =− cba 2=  8,0−

r tm ing engligi   

) lib  chiqadi  (4              8.6. 900

8.4. Ko’ sa a  AD=BC  tenglikdan ular koordinatalarin  t

(x-1=6-3   ke ; 0; 6)         8.5. B=C=450 

8.7. Pr b a  =
3

24   Pr b
a

=
3           
24 8.8. 1)  2+    2) 40        8.9.  3

13)3(;78.10. ) 2+ m ; 2( 2 =+=== nmONOM

891,0
2*

*
=

ONOM
ONOM ; φ=27

91
17

= 0   cosφ=

8.11.  (4; -2; 6; 8);    (25; 1; 9; 38); (-8; -5; 7; -8)   8.12.  23 a  12 ab −=

8.13. 42 23 aab −+=            8.14. Yoyib bo`lmay1a di. 

8.15. 321 77 aaab −−=   8.16.  λ≠12 da      8.17.  53=u   ; cosα =-
53

2  

2 2 28.18. (a+b) = a + b -2abcosφ  (kosinuslar  teoremasi)    

a-b) 2  (parallelogramm dioganallarining  xossasi).        (a+b)2+( 2=2a2+2b
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7
28.19.   13;7                   8.20. 5/6                     8.21. cosφ=

8.22. cosφ=0,26 10  ; φ=34042’                       8.23. 1200  

8.24. a) c va  d    b)  ( ) ( ) ( )
156
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263105 ⋅

 

            

ziqli  bog’liq. 

iz og’liq   9 1. Chiziqli  bog’liq.   9.12. Chiziqli  bog’liq. 

 9.14.  Chiziqli  bog’liq.    9.15.  λ=0. 

   9.17. Chiziqli  bog’liq  emas. 

9.18.  Chiziqli  bog’liq.                 9.19. Chiziqli  bog’liq  emas. 
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21.42.{(x;y): x

2≤

11,2,2 ≤≤−≥−≤ ух }   21.43. (- ).;1[]2; +∞−∞ U  
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 da o‘su hi, ⎞⎛ +;1 vc

33
2

3
1

m
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛y ,  funksiya botiq. 

in

27.19. ( ) ( ) ( ) 0,0,1;;10; ===∞+∪∞−= yxxyD  asimptotalar;  ( )∞−  da o‘sadi, 

( )∞+;1  da kamayadi, funksiya botiq, ekstremumlar va egilish nuqtalari yo‘q. 

34.0
62

3
6 max

≈−==
ππ ydax  27.20. 

57.1
22

;34.0
6 m

±=±==−≈−=
in

±
πππ ydaxdax y    

27.21. 57.21
4 min

≈+==
π

2
π ππ

==+== xvaxdax y 0y   dax ;71.3
4 max

 

ptotalar. 

3

asim

27.22. ( ) ( )∞+∞−= ;yD ;   y=x asimptota; ( )0,∞−  da kamayadi, ( )∞+,0  da 

o‘sadi, , botiq funksiya. ( ) 10
min

=y
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27.23. ( ) ( )∞+∞−= ;yD ; toq funksiya, y=-1 va y=1 asimptotalar, ( )∞+∞− ,  da 

o‘sadi,  da botiq, )( )0,∞− ( ∞+,0  da qavariq, egilish nuqtasi (0; 0). 

27.24. ( ) ( ) ( ) 2;;22; =∞+∪∞−= xyD  va y=x+4 asimptotalar, 

( )∞+∞− ,6()2, va  da o‘sadi, (2;6) da kamayadi, ( ) ( )0,,276
min

∞−=y  da qavariq
2

 

(0, 2) va (2, +∞ ) da botiq, egilish nuqtasi (0; 0). 

27.25. x=0, y=2x    27.26. x=0, y=-3x 

27.27. y=0  gorizontal asimptota.  27.28. y=0.5x+π ,  y=0.5x 

27.29. 15.0,15.0 +−=+= xyxy ππ . 

28.3.  ; 

28.4.     

28.5. tgyCosxzSinxz −
=

∂
=

∂ ;     28.6.  
CosyyCosyx ∂∂

28.7. )(),()( yxxCoszyxxCosyxSinz
+=

∂yx
∂

+++=
∂
∂                                                            

;   28.8.                                        

28.9.    

 28.10. 

  28.11. 

  28.12. 

28.13.     

       28.14. 

28.15.  

28.16.  28.17.  

 28.19.  28.18. 

 28.20. 
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 28.21. 

28.22. ; 

28.23.  

 28.26. 

 28.27. 

 28.28. 

 28.29. 

 28.30. 

28.31.  

28.32.  

 28.33. 

 

28.34.       28.35.   

 28.36. 

28.37.  

 28.38. 

28.39.  

3
2 i + 

3
1 j   29.3. gard z =  29.2. grad z= 

29.4. gard u=yzi+xzj+xyk=2i+j+2k    

29.5. grad u= i+
8
73,

8
3

=ugradj  29.7. x= -4 va y=1 da zmin=-1  

29.8. x=y=4 da zmax=12   29.9. x=1; y=
2
1  da zmin=0 
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29.10. Ekstremum yo‘q. 

29.11. Eng katta qiymati z=1, eng kichik qiymati z=-1 

29.12. Sohaning chegarasi uch bo‘lakdan iborat bo‘lib, bu bo‘laklar turli 

formulalar bilan berilgani uchun har bir bo‘lakda alohida tekshirilishi kerak.                       

Topilgan qiymatlar:  dan iborat. Demak, -1 funksiyaning 

eng  

kichik, 6 esa eng katta qiymati. 

29.14. z= -2( 2 +1)=-4,8 funksiyaning eng kichik qiymati, funksiyaning eng 

katta qiymati z=2( 2 -1)= 0,8 dan iborat  

29.15. 6i+4j    

29.16. 2(yB0Bi+xB0Bj)  

29.17. grad z=0,32i-0,64j; gradz= 0,32  

29.18. gradu=  ;  = 1 ixtiyoriy nuqtada  

29.19. zBmax B=
64
1   29.20. zBminB=-125  29.21. x=y=

3
2a  da z Bmax B 

9
3a

=   

29.22. zBminB=0  29.23. zBmax B=4 

29.24. Eng kichik qiymati z=-3, eng katta qiymati 17 

29.25. Eng kichik qiymati z=arctg(-5), eng katta qiymati z=arctg 7 

30.5.        30.6. cx +5 4

4
5

  30.7.   

30.8.   30.9.      30.10.   

30.11.     30.12.  

30.13.                  30.14.  

30.15. Cctgxtgxdx
xx
xx

xx
dx

+−=
+

= ∫∫ 22

22

22 cossin
cossin

cossin
 

30.16.           30.17.     30.18.   

30.19.  30.20. Cx +lnln  
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30.21.   30.22.   

30.23.  30.24.       30.25.  

30.26.          30.27.  

30.28.      30.29.  

30.30.     30.31.   30.32.    

30.33.  30.34.               

30.35.   30.36.   

30.37.  30.38.      30.39.  

30.40.                  30.41.  

30.42.       30.43.  

30.44.  30.45.   

30.46.   30.47.  

30.48.      

30.49.  30.50.  

31.9. 16/3;   31.10. 4/π ;   31.11. 8/3;   31.12. )122(4/3 3 − ; 

31.13. 1;   31.14. 
6
π ;  31.15. 1/2;   31.16. 

9
21 3e+ ;  

31.17. 
2

1+πe ;  31.18. 1
2
−

π ;  31.19. 12ln2 − ;  31.20. 1/3;  

31.21. 
1

2ln
+e
e ;  31.22. 2ln2 − ;  31.23. 2/3

3
−

π ;   

31.24. 
2

)21ln(2 ++ ;  31.25. 2/3ln ;  31.26. 
2
3ln ;    31.27. 4/π ;  

31.28. 2
1

4 −
π

, 31.29. 
4

82 −π ;   31.30. 32/3;    

31.31. 58.4)83ln(2/23/10 ≈+×+ (birlik);   31.32.   
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31.33. 5,1ln2/1 ;  31.34. π5 ;   31.35. 12;   31.36. 3/64π ;  

31.37. 
4

*)2( ππ + ;   31.38. 
105

32 aπ ;  31.39. 1/6;   31.40. 1;  

31.41. 
2

13 − ;  31.42. 3/15,1ln2 − ;  31.43. 4/π−arctge ;  

31.44. 4/)2( −π ;  31.45. 12/ −π ;  31.46. 2/)2ln1( − ;   31.47. 80/3;  

31.48. )83ln(2/23/10 ++ ;  31.50. 3ln ;   31.51. π12 . 

32.8. Uzoqlashuvchi;  32.9. ½;    32.10. 1;   32.11. 16;  

32.12. 3 26 ;   32.13. 
2
2ln

4
+

π ;  32.14. Uzoqlashuvchi;   

32.15. Yaqinlashuvchi;     32.16. 2;   32.17. Uzoqlashuvchi;   

32.18. Uzoqlashuvchi;     32.19. π ;   32.20. 
6
π ;   32.25. 

8

2π ;  

32.26. 
4
π    32.27. 1;   32.28. Uzoqlashuvchi;   

32.29. Uzoqlashuvchi;  32.30. Uzoqlashuvchi;   32.32. 2;  

32.33. Yaqinlashuvchi;  32.36. 2,545;   32.37. 1,748;  

32.38. 2,996. 

33.7. y= C(x+1)eP

-x
P    33.8. ln|x|=C+ 12 +y  

33.9. y(ln|xP

2
P-1|+C)=1;  y=0;   y= [ ] 12 1)1ln( −

+−x   

33.10. y=2+C cos x, y=2-3 Cos x 33.11. y=(x-C) P

3
P, y=o , y=(x-2)P

3
P ; y=0 

33.12. yP

2
P-2=C eP

1/x
P;  33.13. xP

2
P=-2yP

2
Pln Cy 33.14. 2x

C
x
y

= ;  y=
x
C

 

33.15. y= xln |x| + Cx ;  33.16. x+y =CxP

2
P,  x=0  

33.17. ln(xP

2
P+yP

2
P) =C-2 arctg

x
y   33.18. yP

2
P-2=C eP

1/x 
P
 

33.19. z=-lg (C-10P

x
P) 33.20. eP

-2
P = 1+C e P

t 
P33.21. xP

2
P+ tP

2
P – 2t = CP

 

33.22. x(y-x)=Cy;   y=0 33.23. x= Cxy ln± , y=0  33.24. y=C e P

y/x 
P
 

33.25. yP

2
P-xP

2
P= Cy ;    y=0  33.26. Sin Cx

x
y
=   33.27.     y=CxP

2
P+xP

4
P
 

33.28. y= Sin x + C Cos x  33.29.  xy =C-ln|x|  33.30. y=C 2xe -xP

2
P-1 
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33.31. xy = (xP

3
P+C)eP

-x
P 33.32. y=(2x+1)(c+ln|2x+1|)+1  

33.33. y =eP

x
P(ln|x|+C) 33.34. y=x(C+sinx) 33.35. y=C ln P

2
Px –lnx 

34.1. y = xP

4
P( Cx +ln

2
1 )P

2
P  34.2. P

- )55
6(3

1
3

1 C
xxy

+=  

34.3. yP

2 
P= - 3

4
1 Cx
x

+     34.4. yP

3 
P= xP

2
P(lnx+C)    34.5. 3xP

2
Py-yP

3
P=С  

34.6. xP

2
P-3xP

3
PyP

2
P+yP

4
P=С 34.7. x eP

-y
P- yP

2 
P=С  34.8. 4y lnx + yP

4
P=C  

34.9. x+ C
yy

x
=+

5
2
3

 34.10. x=CyP

3
P+yP

2
P;  y=0 34.11. )(1 2

xCxe
y

−=
 

34.12. y= CCosx +
3
1 ;   34.13. yP

2
P=2xP

2
P lnСx;   34.14. xP

2
P+ 23

)2(
3
2 yx − =C 

34.15. x - yP

2
Pcos P

2
Px = C 34.16. xP

3
P+yP

3
Plny –yP

2
P=C  34.17. xP

2
P+1=2(C-2x)siny 

35.9. Uzoqlashuvchi;  35.10. Yaqinlashuvchi; 35.11. Yaqinlashuvchi; 

35.12. Yaqinlashuvchi; 35.13. Uzoqlashuvchi; 35.14. Yqinlashuvchi;  

35.15. Uzoqlashuvchi;     35.16. Uzoqlashuvchi;  

35.17. Shartli yaqinlashuvchi;       35.18. Uzoqlashuvchi;  

35.19. Аpsalyut yaqinlashuvchi;     35.20. Shartli yaqinlashuvchi; 

35.21.Yaqinlashuvchi;    35.22. Uzoqlashuvchi;  

35.23. Uzoqlashuvchi;    35.24. Yaqinlashuvchi;  

35.25. Yaqinlashuvchi;    35.26. Yaqinlashuvchi;  

35.27. Yaqinlashuvchi;    35.28. Yaqinlashuvchi;  

35.29. Yaqinlashuvchi;    35.30. Absalyut yaqinlashuvchi;  

35.31. Shartli yaqinlashuvchi;   35.32. Uzoqlashuvchi. 

36.2. (-1;1);   36.3. ( e
e

;1 );   36.4. ;1±≠x   36.5. (- +∞∞; );  

36.6. (-8;2);   36.7. (0;+∞ );  36.8. (1;+∞ ); 36.9. ( +∞∞− ; );  

36.12. ;1,
)1(

1
2 <

−
x

x
  36.13. ;1, ≤xarctgx    36.19. [ );3;3−   

36.20. ;5;5 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−    36.21. ;

2
3;

2
3

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−     36.22. );;( +∞−∞  

36.23. ( ]2;1 . 
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