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1. MATRITSALAR USTIDA AMALLAR

Matritsalar ustida quyidagi chiziqli amallarni bajarish mumkin.
1. Matritsani songa ko’paytirish uchun uning barcha elementlari shu songa
ko’paytiriladi. k#0 son hamda
ka, ka, ka,

Ay A4y Ay ka, kay, ka,

A= (a” e a”j matritsa berilgan bo’lsa, Ak= ( j tenglik o’rinli

bo’ladi.
1. O’lchamlari bir hil bo’Igan 4 va B matritsalarni qo’shish uchun mos

elementlari qo’shiladi:

b, b b a,+b a, +b a,. +b ) .
B= ( e 13] bo’lsa,A+B=( e e e 13} matritsa hosil
by by, by ay +b,  a, +by, ay +by

bo’ladi.

2. Matritsalarni ko’paytirish.
Agar A matritsaning ustunlari soni B matritsaning satrlar soniga teng bo’lsa 4 ni B
ga ko’paytirish mumkin, nxm o’lchovli 4=(a;) matritsani mxp o’Ichovli B= (by)

matritsaga quyidagi formula bo’yicha ko’paytiriladi.

n
Cu= 2.a;,by
=]

Amallarni bajaring:
1.1. A=[ 24 1} B= {O 2 1} A+B matritsani toping.
-1 0 2 1 1 2

2 4 1 0 2 1 240 4+2 1+1 2 6 2
-1 0 2 1 1 2 -1+1 0+1 2+2 01 4

1.2. A=[ 74 _712} B= {26 45} A'B matritsani toping.

- 15 26
4B = 7 =127 [26 45| [726+(=12).15 7.45+(-12)26] [2 3
-4 7 |'115 26 —426+7.15 —4.45+7.26 1 2



Mustagqil yechish uchun misollar:

Berilgan matritsalar ustida talab gilingan amallani bajaring.

13, 4=| ! 5} B=F 2} 24-B=7

_2 —4 4 1
14.4=| 71 _3} = 0 3 2} 34-2B="
2 1 5 -1 4 1

7 0 2 2] [1 VI8

1.5./3 1(-3]1 -1[+{4 -5

-1 2 -1 0 3 1
4 -3
1.6.C=(1 2 3), F=[1 2 C*F=?
0 2
2 1 -1 1 -1
1.7.4=|0 1 0|, B=[0 1 A*B=?
0 0 -1 1 0
1 -1 2 3 1
18.4=| 2 3 4|, B =|0 2 5 A*B=?
-4 5 1 -1 4

2
1.10. A=|1 3 1|, E-birlik matritsa  24°+34+5E =?
1

4 1
3 4 2 20 1 3
1.11. A:{ } B=|1 3|, C:{ } A*B-C*=?
1 05 0 4
0 5
1 2 -3 1
1.12.4=|1 0 2|, B=|2|, C=(2 0 5), E-birlik matritsa A*B*C-3E=?
4 5 3 1
2 0 1 -3 1 0
1.13. A=|-2 3 2|, B= 2 1 A*B=?
4 -1 5 0 -1 3
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Matritsalar ustida amallarni bajaring:
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} A’+A+E=?

E

— = N

1
2
1

2

1

j A*B*C=?

7 3
2

93} =

-126

—-28
38

7 5

1.24. A4=|1

1.25.

}_?

-9 7
5

8

3 2 5
¥4 -1 3|=2
9 6 5

—4
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5 8
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4 7
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2. IKKINCHI, UCHINCHI TARTIBLI ANIQLOVCHILARNI
HISOBLASH

a1, a2, 431, Ay haqiqiy sonlar berilgan bo’lsin ikkinchi tartibli determinant

(yoki aniglovchi) deb, | “® a,  a,

kabi belgilanuvchi va =ajay —

ay Ay ay Ay

a1,ay; tenglik bilan aniglanuvchi songa aytiladi

Berilgan a4, a;, a3, a1, a2, a3, a31, 432, 233 haqiqiy sonlardan tuzilgan
11820833 + 21283 8314 813 821 A32- A11323332 - 412 Ap) A33 - A13A83;  yig'indiga teng va
ay 4 a4y
a, a, a,lkabi berilgan songa uchinchi tartibli determinant deb ataladi.
a; Qzp a4y
Uchinchi tartibli determinantlarni uchburchaklar usulida, Sarryus usulida hamda

biror satr yoki ustun elementlari bo’yicha yoyib hisoblash mumkin.

1. Uchburchaklar usuli:

a; a,  dip 43
(+) a 3 (') a@&am
as, as;; dyp  dy

ajjaxass + axaza;z + azjanazs - a11a23a3z - 412 az1 33 - 1382243

2. Sarryus usuli:

\fanazza% +as1a32a131ta31a12823- 211223832 - 412 Q21 @33 - A13822a3]

A
5

3. Birinchi ustun elementlari bo’yicha yoyib hisoblash:

a, dp dg
y, Ay a

ay, Gy ay|=an -a2]

Qs s aszy Az

a;; Ay Ay



3 -4
2.1. a) ‘2 . ‘=3~5—(-4)-2=15+8=23

Ja -1
a ~a

2.2. Uchinchi tartibli determinantlarni uchrurchaklar usuli, Sarryus usuli hamda

b) =Ja'va —(-1ya=ata=2a

biror ixtiyoriy satr yoki ustun elementlari bo’yicha yoyib hisoblang:

1 1 1
a) 2 =3 1|=1(3)(-5)+ I'T4+2(-1)1 = 1(-3)4 = 12(-5) = I(-1)1 = ~ 15
4 -1 -5

+4-2+12+10+1=40

11 1
2 -3 1
b)4 -1 -5=15-2+4+12+1+10=40
11 1
2 -3 1

PR -3 1 21‘

2 1 2 -
4 -1 -5

‘-1‘ ‘216+14+10=40
1 -5 4 -5 4 -1

Mustaqil yechish uchun misollar:

Quyidagi ikkinchi tartibli determinantlarni hisoblang:

23. ‘_7 6‘ 2.4, ‘10 ‘5‘
5 -4 9 -8
55 Ja+b Na-+b 26 sinl®  sin89°
T Wa-+b Na++b " l~cosl®  cos89°
57 (x+y)/x 2x/(x—y)
=0/ =y (=0 -y
sin“a cos’a [E _ a5 :
28.) L DY A
sin cos” b —az V5 + az
2.9. Tenglamani yeching:
x 3
x 3 0,(4) «x 25\ls » 27 )3
+ = Yol= =(—
a)1 2x 3 1 3 0 b) (0.6) (9) 1:5)




x 2
1

2

c) Iag;ﬁ = log,
1 2

2.10. Tengsizliklarni yeching:

1 5 2 1
a)|* < : b) ——<=
-4 x I x x 1 3
2 1
Quyidagi uchinchi tartibli determinantlarni qulay usulda hisoblang:
2 3 4 a 1 a
211,15 -2 1 212, -1 a
1 2 3 a -1 a
5 3 2 1 2 3
213.]-1 2 4 2.14. 8 1 4
7 3 6 I 1
3 -1 =2 -1
215.{1 2 5 2.16. 3 7 2
-4 1 6 -7
2 -1 4 a —a a
217. 3 2 1 218.la a -a
-3 a —a —a
1 2 5
2.19.3 -4 7
3 12 15
Determinantlarni 3-ustun elementlari bo’yicha yoyib hisoblang:
l+cosa l+sina 1 2cos’a/2 sina 1
2.20. |l-sina l+cosa 1 2.21. |2cos’bh/2 sinb 1
1 1 1 1 0 1

sina cosa 1
2.22. sinb cosh 1

siny cosy 1

Qanday shart bajarilganda quyidagi tenglik o’rinli bo’ladi?
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1 cosa cosb 0 cosa cosb
2.23. cosa 1 cosyl=lcosa 0 cosy

cosb cosy 1 cosbh cosy 0

Determinantlarni hisoblang:

a+x X X cosa sinacosb sinasinb
2.24. x b+x x 2.25. |-sina cosacosh cosasinb
b X c+x 0 —sinb cosb

Quyidagi ikkinchi, uchinchi tartibli determinantlarni hisoblang:

L(3) 2,25 i 0 0
226, 1O % 207, [fin60" cos4s
23/3 6 sin45° 130"
iga -1 (a-1)/2da  (a++a)l(Na-1)
2.28. 2.29.
4 ctga (aa—-~a)/2a (a—a)/(a +1)
2 -3 1 12 6 -4
230. 6 -6 2 231. |6 4 4
2 -1 2 3 2 8
2 x 1 m+a m-—a a
232, y* y 1 233. |n+a 2n-a a
22z 1 a -a a
ax a*+x* 1 sin3a cos3a 1
234, lay a*+y* 1 2.35. [sin2a cos2a 1
az a*+z* 1 sina  cosa 1
a b ¢ a x
2.36. b ¢ a 237. |x b
c a b X x c
1 5 25 1 1 1
2.38. 1 7 49 2.39.14 5 9
1 8 64 16 25 81
0 3 sinx 0 —-3/2
2.40. 7 1 6 241.1-2 1 4 | =1
6 0 5 05 0 cosx
3 2 -1
2.42. 9* 2 0|>0
20 1
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3. DETERMINANT XOSSALARI. MINOR VA ALGEBRAIK
TO’LDIRUVCHILARGA DOIR MISOLLAR

Determinantning asosiy xossalari yordamida yuqori tartibli determinantlar

quyi tartibli determinantga kelteriladi.

3 1
Misol: a) det =2 1 bu determinantni biror satr yoki ustunda nollar hosil
1 0

[\ el \° ]

qilib hisoblaymiz. Buning uchun 1-satrni (-1) ga ko’paytirib 2-satrga qo’shamiz:

31 2
-1 0 -1
1 0 2

2 —ustun elementlari bo’yicha yoyib yozamiz:

Det=1(-1)""? - ‘21‘ =-(-2+1)=1
3 5 7 2
b) bz o Determinantni hisoblang.
-2 =3 3 2
1 3 5 4

Determinantni hisoblash uchun biror yo’l yoki ustunda nollar hosil qilamiz.
Buning uchun 2-satr elementlarini (-3) ga ko’paytirib 1-satr elementlariga, 2-satrni
2 ga ko’paytirib 3-satr elementlariga qo’shamiz, 4-satr elementlaridan 2-satr

elementlarini ayiramiz. Natijada berilgan determinant quyidagi ko’rinishga

keladi:

0 -1 -2 -10

1 2 3 4
Det =

0 1 9 10

0 1 2 0

Determinantni 1-ustun elementlari bo’yicha yoyib yozamiz:

-1 -2 -10
Det=-|1 9 10
I 2 0

11



1- satr elementlariga 2- satr elementlarini hadma—had qo’shib, 1 —satr elementlari

bo’yicha yoyib yozamiz:
0 7 0 10
Det=1{1 9 10=7-‘ ‘=-70
I 0
I 2 0
a, 4dp a,
Det = ay Ay ay,
anl anZ ann

n- tartibli determinantning a; elementining algebraik to’ldiruvchisi

A =(-1) P M;; formula bo’yicha hisoblanadi, bu yerda M; a; elementning

minori.
3 -4 5
Berilgan 2 -3 0 determinantning barcha algebraik to'ldiruvchilarini
1 6 10
toping.
-3 0 20
Ay =D = -30; Ap = (- =-20;
n=C1 6 10 ’ p=Ch ’
2 -3 -4 5
A= = 15; Ay = (-1 =70;
13 ( ) 1 6 ) 21 ( ) 6 10 5
3 5 3 -4
Ay = (1" . =25; Ay = (1) =.22:
22 ( ) 1 10 59 23 ( ) 1 6 )
-4 5 35
Ay =D =15; Ay = (-1 = 10;
351 =(-1) 1 0 ; 3 =1(-1) 5 0 ;
3 -4
Ay =(-1y"7 . =-1.
33=(-1) 3

Determinantning ixtiyoriy satr yoki wustun elementlarining o’z algebraik
to’ldiruvchilariga ko’paytmalarining yig’indisi uning kattaligiga teng degan
xossaga ko’ra, har qanday determinantni ixtiyoriy satr (ustun) bo’yicha yoyib yozish
mumkin.

Tartiblari bir hil bo’lgan 2 ta determinantni qo'shish amali hossasini faqatgina

bittadan mos satrlari (yoki ustunlari) farq qilgandagina qo’llash mumkin:

12



a, a12 a13 a alz a13 a, a]z 6113

Ay Ay Ay|+|dy Ay dyl= dy ay, Qo

as; a4z dgg b31 b32 b33 as, +by,  ay +by,  ay; +by

1 3 =2 1 -3 =2 1 0 =2
Misol: |18 9 §5(|+|8 -9 §5|=1|8 0 5§5]|=
12 3 6 12 -2 6 12 1 6

=1-(—1)3+2-|é _52 — _(5+16) = —21.

Bir hil n-tartibli 4 va B determinantlarni ko paytirish quyidagi formula asosida

amalga oshiriladi:

n

Cik:zﬂ'ij'bj i=1.2,...,n; j=1,2,...,?1

3-1+2-6 3-7+2-9 =|15 39

j=1
32 7
Misol: [y cl-lg ol =l3 155 e 4-745.0l= |32 73

Mustaqil yechish uchun misollar:

5 7 -1
3.1. a) 2 3 4|, det, A3 nitoping.
6 1 9
7 -3 0 4
2 1 I 5
b) A= da A4 ni toping.
) 16 -1 -3 41 pmg
8 1 1

7 -2 3 1 b 1

3.2. 0 0 1 33. 10 b 0
2 1 -4 0 -1

-x 1 X 5 3 2

34. 0 —-x -1 35. 1 2 4
X 1 —-x 7 3 6

13



1 cos’a
sinb 1 cos’h

siny 1 cos’y

sin’ a

3.6. 3.7.

X x ax+bx
3.8. y oy

z Zz

ay + by 3.9.

az + bz

Determinantlarni qulay usulda hisoblang:

1 2 3 0
310, [0 P23 3.11.
301 2
2 3 0 1
1 2 3 4
312, [0 Y 3.13.
4 3 2 1
1 0 1 0
3 -1 2 -1 1
5 1 =2 1 2
3.14. 9 —1 1 3 4
3 0 6 -1 3
5 2 3 -2 1
1 -5 2
3.15. A+B ni hisoblang: 4=-2 3 4
3
1 2 -1 1 2 3
306, B 1 6|+ B 1 -2 3.17.
0 5 4 0 5 -4
3.18 A=‘7 > =‘2 ‘
3 4 1
7 0 O
3.19. 81 -1
3 6 —4
—-1/13 2/13 0O
321, 20125 -3 5 1
26 26 26

14

cos2a
cos2b

sin®y cos2y

sin’ a

sin’ b

a+b ¢ 1

a 1
b 1

b+c

ct+a

—4

3.22.

-6

cos’a
cos’b

cos’ y

— N O b



2 3 4

1

1

2 3 4

2 a+3 b+4

2 ¢+3 d+4

3.24.

4 9 16

3.26.

1

6 3 5
0

0

-3 2 4 1

5

4 3 2

1

-3 8 7 6 1

1

0340

3.25.

9 8

7 8

7 6

5 6

-8
~27
~64

—4
-9
~16

~2
-3
—4

-1
-1
-1

3.28.

2 + 4 -2 1

3.27.

3.30.

3.29.

-1 =2

3 -4

1+a

3.32.

1+b

1-b

2
12 10 2

0
0

10
0

0
0

0

12 10 2

0
0

12 10 2

0

12 10

3.31.

0N oM

(I s T

= =

ﬁ.
2n—1

2n — 3

g

3.33.

(S R

[ ML I o

(e M lap

(e s R

— g

ﬁl_1‘"2

E

3.34.
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4. MATRITSA RANGINI HISOBLASH.
TESKARI MATRITSANI TOPISH

ayg 4 - . . 4y,
L 4=|% G2 - - @, 1)
a a a

T
A matritsaning rangi deb noldan farqli minorlarning eng yuqori tartibiga
aytiladi va rang(A) kabi ifodalanadi.
Matritsa rangi ikki usulda topiladi:
1. Matritsa rangi ta’rifga asoslangan “minorlar ajratish” usuli;
2. Matritsa ustun va satrlarida nollar yig’ib hisoblashga asoslangan “Gauss
algoritmi”.
Misol 1. Matritsa rangini hisoblang:

2 -1 3 -2 4
A=|4 -2 5 1 7 A matritsa 3x5 tartibli, demak uning rangi 3 dan yuqori
2 -1 1 8 2

bo’Imaydi. Uchinchi tartibli minorlarni hisoblaymiz:

2 -1 3 2 -1 =2
M =4 -2 5=-4-10-12+12+4+10=0  M,=|4 -2 1 |=-32-2+8-8+32+2=0
2 -1 1 2 -1 8
2 -1 4 -1 3 -2
Ms=4 -2 7|=-8-14-16+16+8-14=0  M,=-2 5 1 |=-40-3+4-10+48+1=0
2 -1 2 -1 1 8
~2 4
Ms=|5 7/=6-14+160-4+20-168=0
I 8 2
Barcha uchinchi tartibli minorlar nolga teng. Ikkinchi tartibli minorlarni
hisoblaymiz:

M=

- §‘=—5+6=1 M %0 rd)=2
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Bu usulda noldan farqli minor topilgunga qadar hisoblashlar davom etadi. Shuning
uchun tartibi kattaroq matritsa rangini hisoblash bir muncha qiyinchiliklarga olib
keladi.

Misol 2. Matritsa rangini elementar almashtirishlar yordamida nollar yig’ib

hisoblaymiz:
25 31 17 43 25 31 17 43 25 31 17 43
A= 75 94 53 132 o I 2 3 o 1 2 3
75 94 54 134 o I 3 5 o o 1 2
25 32 20 48 o I 3 5 0O 0 0 O
31 17 43
bu matritsaning rangi | 1 2 3 | matritsa rangiga teng.
0o 1 2
31 17 43 31 17 43
1 2 3[=40=0 ri1 2 3 |=3.
0o 1 2 0o 1 2

Demak, berilgan matritsaning rangi ham 3 ga teng. r(4)=3
(1) ko'rinishdagi A matritsa uchun teskari matritsa 2 usulda topiladi:
1. Klassik usuli;

2. Jordan usuli.

2 3 2
Misol 3. A=|5 1 4 | matritsa uchun teskari 4~ matritsani klassik usulda toping.
I -2 -1
1 All AZI A31
Klassik usulda teskari matritsa A'1=|: A, A, A, (2)
A13 A23 A33

formula bo’yicha hisoblanadi. Bu yerda |4| berilgan matritsa determinanti.

4;(i=1, 2, 3; j=1, 2, 3) transponirlangan matritsaning algebraik to’ldiruvchilari.

2 3 2
l[A=l5 1 4|=-2+12-20-2+15+16=43-24=19#0. Demak, 4 matritsa maxsusmas
1 -2 -1

matritsa. 4" teskari matritsa mavjud. Algebraik to’ldiruvchilarini hisoblaymiz:
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1 4 3 2
A= =-1+8=7 Ar=- =-(-3+4)=-1
=, _1‘ 21 ‘_2 _1‘ ( )
3 2 5 4
Az= =12-2=10 A= =-(-5-4)=9
317 4‘ 127, _1‘ (-5-4)
2 2 2 2
A= =-2-2=-4 Azp=- =-(8-10)=2
20 —1‘ s 4‘ (8-10)
5 1 2 3
A= =-10-1=-11 Apz=- =-(-4-3)=7
137, _2‘ 237 _2‘ (-4-3)
23
As= =2-15=-13
s 1‘
A;; larni (2) formulaga qo’yamiz:
7 -1 10
A'=1/19| 9 -4 2 | teskari matritsaning to’g’ri topilganini
-11 7 =13
AA'=E (3)
formula bo’yicha tekshiramiz:
2 3 2 7 -1 10 14+27-22 -2-12+14 20+6-26
5 1 4 [*1/19] 9 -4 2 |=1/19*%| 35+9-44 -5-4+28 50+2-52|==1/19
I -2 -1 -11 7 =13 7-18+11 -1+8-7 10-4+13
19 0 O 1 00
0 19 0|=|0 1 0|=F
0 0 19 0 0 1

Demak, A~* to'g'ri topilgan.

I 2 1
Misol 4. A=|-1 -1 -3

4 3 =2
|A|=16#0 teskari matritsa mavjud. Teskari matritsani Jordan usulida topamiz.
Berilgan matritsani birlik matritsa hisobida kengaytirib, elementar almashtirishlar
bajaramiz, bu usulni to chap tomonda A4 matritsa o’rnida birlik matritsa hosil
bo’lguncha davom ettiramiz, 0’ng tomonda hosil bo’lgan matritsa berilgan matritsaga
nisbatan teskari matritsa bo’ladi.

(A|E)~(E|A™*) - Jordan usuli algaritmi.
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I 2 1 p 1 01 I 2 1 I 00 1 I 1 .00
-1 -1 -3 010} ~10 1 =21 120 ~ 0 -2 110
4 3 -2 0 01 0 -5 -6/ -4 0 1 0 -16 1 5 1
I 2 1 1 0 0 I 0 35 -1 -2 0
~0 1 - 1 1 0 ~10 1 O 14/16 6/16 =2/16|~
0 0 11 -1/16 -5/16 -1/16 0 0 1 -1/16 -5/16 -1/16

1 0 0 |-11/16 -7/16 5/16 -11 -7 5
~0 1 0]14/16 6/16 -2/16 A'=1/16| 14 6 -2
0 0 1]|-1/16 -5/16 -1/16 -1 -5 -1

teskari matritsa to’g’ri topilganini (3) formulaga qo’yib tekshiramiz:

1 2 1) (-11 -7 -5
AA'=1/16/ -1 -1 =3|*| 14 6 -2]|=
4 3 —2) -1 -5 -1

—11+28-1 -74+12-5 5-4-1
=1/16| 11-14+3 7-6+15 -542+3|=
—44+42+2 —-28+18+10 20-6+2

16 0 0 1 00
=1/16|{ 0 16 0 |=|0 1 0| demak, teskari matritsa to’gri topilgan.
0 0 16 0 0 1

Mustagqil yechish uchun misollar:

Berilgan kvadrat matritsaning determinantlari, normalari va ranglari topilsin:

. 2 -1 0 8
4.1. a)A=( J b)yA=|5 9 0
-2 0
0 4 3
2 3 40
2 2 1 570
Q)A=[1 1 1 d) A=
3110
2 3 2
0 0 0 1

Quyidagi matritsalar rangini minorlar ajratish usuli bilan hisoblang:
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2 -4

0
1 -2 1 -4 2 b=
42. A= 43. A=|-2 9 -4 7
0O 1 -1 3 1
-4 3 1 -1
4 -7 4 -4 5
0 2 -4
3 57 -1 -4 5
44. A=|1 2 3 45. A=| 3 1 7
1 35 0 5 -10
2 3 0
I 2 1 3
2 -1 3 -2 4 4 { 5 6
4.6. A=|4 -2 5 1 7 4.7. A=
1 -3 -4 -7
2 -11 8 2
2 1 -1 0
Quyidagi matritsalar rangini elementar almashtirish usuli bilan hisoblang:
1 21 3 4 1 7 5 8 9 2
4.8. 3 4 2 6 8 49.13 21 15 24 27 6
1 21 8 4 2 14 10 16 18 4
I 2 3 4 1 02 0 0
4.10. 2 4 6 8 411. |0 1 0 2 0
3 6 9 12 2 0 400
4 3 -5 2 3
24 19 36 72 -38
S0 -T2 49 40 73 147 -80
412.14 3 -8 2 7 4.13.
73 59 98 219 -118
4 3 1 2 =5
47 36 71 141 =72
8 6 -1 4 -6
17 =28 45 11 39
24 -37 61 13 50 47 —-67 35 201 155
4.14. (25 -7 32 -18 -1l 4.15. |26 98 23 -294 6
31 12 19 —-43 -55 16 —428 1 1284 52
42 13 29 -55 -68

Berilgan kvadrat matritsalar uchun teskari matritsani ikki usulda toping:

4.16. {_1 1] 417, (1 3]
4 2 2 6
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4.18.

4.20.

4.22.

4.23.

(%)

4.25.

4.26.

4.28.

4.30.

1 2 11
(tga J 419. |1 0 2
31 2

2 ctga

1 -1 1 2 5 7
-38 41 -34 4.21. 6 3 4
27 =29 24 5 -2 -3
3 -4 5
2 -3 1
3 -5 -1

Quyidagi matritsali tenglamalarni eching:

{ > 3 5 1 2 -3 I -3 0
( )X=( J 424. |3 2 —-4|X=|10 2
3 4 59
2 -1 0 10 7

Berilgan matritsalarning determinanti, normali va rangi topilsin:

- 1 0 5
a)A={ ) b)A=|4 -2 -1
—4 2
2 1 3
1 21 0
2 12 1 1 3 1
c)A=|1 1 1 d) 4=
1 2 1 1
2 3 2
1 1 3 0
Matritsalarning ranglari topilsin:
2 3 4 1 2 3 6
6 8 427. 12 3 1 6
3 6 9 12 31 2 6
4 5 2 1 -3
0200 o 2 11 2
1 0 0 4 4.29,
4 7 3 3 -1
0O 0 3 0
8 12 5 3 -4
1 3 5 -1 3 -1 3 2 5
2 -1 -3 4 5 -3 2 3 4
431.
5 1 -1 7 1 -3 -5 0 -7
7 7 9 1 7 -5 1 4 1
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Matritsaning teskarisini toping:

1 57
432. (3 1 1

2 3 4

1 0 -2
4.34. 310

-1 2 4

4.33.

4.35.

—_— N

hn = W

Quyidagi matritsali tenglamani eching:

4.36. [1 _3jX=(2 3}
4 -6)" |4 6
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5. CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASINING YECHIMI
HAQIDA KRONEKER - KAPELLI TEOREMASI

a, x, +a,x, +..+a, x, =b
a, X, +ayx, +..+a,, x, =b,

(1)

a,x, +a,x,+..+a, x, =b,
Kroneker-Kapelli teoremasi (1) chiziqli tenglamalar sistemasining
birgalikda yoki birgalikda emasligini aniqlaydi.
(1) chizigli tenglamalar sistemasining asosiy va ozod hadlar hisobiga

kengaytirilgan matritsasini tuzamiz:

a, a, ... 4,

A: a, 4, ...4,, (2)
Ay Ay e Ay
ay Ay ... ay, |b

B= A,y Ay ... Ay, |D, 3)
a, a, -.4,, b,

Teorema. Agar A matritsa rangi B matritsa rangiga teng bo’lib,
noma’lumlar soniga ham teng bo’lsa, ya’ni r(4)=r(B)=m bo’lsa, (1) tenglamalar
sistemasi aniq bo’ladi, sistema birgalikda bo’lib yagona yechimga ega bo’ladi.

Agar r(A)=r(B)<m bo’lsa, (1) sistema birgalikda bo’lib, cheksiz ko’p
yechimga ega bo’ladi.

Agar r(A)<r(B) bo’lsa, sistema birgalikda bo’lmaydi, sistema yechimga
ega bo’lmaydi.

Misollar ko’ramiz: 5.1. Quyidagi sistemalarni birgalikda yoki birgalikda
emasligini tekshiramiz:

x,+ 3x,+ Sx;+ Tx,+ 9x, =1
a) § x,— 2x,+ 3x,— 4x,+ 5x,=2
2x, +11x, +12x; +25x, +22x, =4

Buning uchun asosiy va kengaytirilgan matritsa rangini topamiz:
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1 3 5 7 9 1 3 5 7 9 1 3 5 7 9
A=1 -2 3 -4 5| ~|3 9 1521 27|~|1 3 5 7
2 11 12 25 22 2 11 12 25 22 2 11 12 25 22

2- satr elementlaridan 1- satr elementlarini ayiramiz:

135 7 9

A~10 0 0 0 0 r(4)=2
211 12 25 22
13 5 7 9|

B=|1-2 3 -4 5|2
2 11 12 25 22 |4

bu matritsa rangini topish uchun yana yuqoridagi ishni takrorlaymiz, natijada B

matritsa quyidagi ko’rinishni oladi.

1 3 5 7 91 7 9
B~{0o 0 0 0 Of|, B={0 0 1
2 11 12 25 22 |4 25 22 4

matritsa rangini topamiz:

7 9 1
M=|B|=|0 0 1=225-154=71; r(B) =13
25 22 4
Demak, r(B)=3 bo’lib, r(4)#r(B) vasistema birgalikda emas.
x, +5x, +4x, +3x, =1
b) <2x,— x,+2x;— x, =0
S5x, +3x, +8x; + x, =1
Sistema birgalikda yoki birgalikda emasligini tekshiring.

Ozod hadlar hisobiga kengaytirilgan matritsa tuzamiz:

1 5 4 3|1
B=|2 -1 2 -1)0
5 38 110

3- satr elementlaridan 1- satr elementlarini ayiramiz:

1 5 4 3|1 1 5 4 3|1 1 5 4 3|1
B=12-12 -1 [0|~|2-1 2 -1 10|~ |2-1 2 -110
4-2 4 -210 2-1 2 -1 |0 000 010
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r(A)=r(B)=2 ekanini ko’rish mumkin. Demak, sistema birgalikda.
Mustaqil yechish uchun misollar:
Berilgan chiziqli tenglamalar sistemalarining birgalikda yoki birgalikda

emasligini tekshiring.

X +x,+ x;=1 X+ x,+ xy;=1
5.2, 9x, +x, +2x, =1 53.9 x4+ x,+2x, =1
X, +x, +3x; =2 2x, +2x, +4x, =1

2x+3y+2z= 9

X +2x,— x; =1
54.9 x+2y-3z=14 b

x, +4x, =3x, =7
3x+4y+ z=16

x, + 3x,+ 5x,—-2x,=3
2%, — x, =3 | 1 2 3 4

X+ 4x, - 2x;4+3x, = 2
5.6. 43x, —5x, =1 : 2 ’ !
—-x,— 2x, —12x, -7x, =4
4x, —Tx, =1
3x, +1lx, +  x;—-4x,= 7

3x, +2x, = 4

x, —4x, =-1
5.8. 47x, +10x, =12

x, + 5x,+ 4x, =1
2x, +10x, + 8x; =3

5x,+ 6x,= 8 3x, +15x, +12x, =5

3x, —16x, =-5

X, —3x, +2x;, =-1 X, +2x,—4x, =18
5.10. {x, +9x, +6x, = 3 SA1.43x,— x, +4x, = 4

X, +3x, +4x;, = 1 2x,+ x, +5x;= 0

2x,+ x, +3x; =5

X +2x,— x; =1
512,94 x, -3x,+5x, =4 5.13. : 2 ’
2x, +4x, —=3x, =2

2x,+ x, +5x, =0

5 { X, —=3x,+ S5x;+ Tx,+ 9x, =1
X +2x,— x; =
5.14. 4 : ’ 5159 x,— 2x,+ 3x;— 4x,+ 5x,=2
2x, +4x, —=3x; =5
2x, +11x, +12x; +25x, +22x5 =4

X, +2x, +3x, =14 3x,+2x, = 4
3%, +2x,+ x;, =10 x, —4x, =-1
516.< x,+ x,+ x;,= 6 5.17. <7x, +10x, =12
2x, +3x,— x;=5 5x,+ 6x,= 8
x + X, =3 3x, —16x, = =5
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3x, =5x, +2x;, +4x, =2
5.18.37x, —4x, + x;+3x, =5
5x, +7x, —4x, —6x, =3
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6. CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASINI KRAMER
HAMDA TESKARI MATRITSA USULI BILAN YECHISH

1. Chizigli  tenglamalar  sistemasini  yechishning  Kramer  formulasi
determinantlardan foydalanib sistema yechimini topishdir.
Sistema yechimi Kramer formulalari deb atalgan quyidagi formulalar

bo’yicha topiladi:

Bu yerda A noma’lumlar oldidagi koeffitsiyentlardan tuzilgan kvadrat matritsa
determinanti, A;, A, As, ..., A, lar asosiy matritsada mos ravishda 1, 2, 3, ..., n-
ustun elementlarini  ozod hadlar bilan almashtirishdan hosil bo’lgan
determinantlar. Shuni ta’kidlash kerakki, sistemada noma’lumlar va tenglamalar
soni teng bo’lgan hollarda Kramer formulasini qo’llash maqsadga muvofiq.

Agar A#0 bo’lsa, sistema yagona yechimga ega bo’ladi.

Agar A=0 bo’lib, A;, A, A; lardan kamida bittasi noldan farqli bo’lsa
sistema yechimga ega emas.

Agar A=0 bo’lib, A1=A,=As=...= A,;=0 bo’lsa, sistema anigmas, cheksiz
ko’p yechimga ega bo’ladi. Formulani 3 noma’lumli 3 ta chiziqli tenglamalar
sistemasi misolida keltiramiz:

a, X, +a,x, +a;x; =b,
Ay X, +apX,) +ay,;X, =b, (1)

a3 X, +a3,X, +ayx; =by

sistema uchun

ay, 4, d4; b, a, a;
A=la, ay, ayl, A =b, ay, ayl|,

ay 4y a4y by ay a

a, b a; a, a, b

Ay =lay b, ayl, Ay=lay, ay, b,

ay by ay ay  ay b,

Buni misollarda ko’ramiz: 6.1-misol.
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X +2x,+ x;= 8
a) 13x,+2x,+ x, =10  sistemani Kramer formulasi bilan yeching.
4x, +3x, =2x, = 4

2 1
2 1|=-4+8+9-8-3+12=14
3 =2

A=

AW =

A#0 bo’lgani uchun sistema aniq yagona yechim Kramer formulalari

yordamida topiladi.

8 1
A =10 2 1]|=-32+8+30-8+40-24=14
4 -2
1 8 1
A,=3 10 1| =-20+32+12-40-4+48=28
4 4 -2
1 2 8
A, =3 2 10 =8+80+72-64-24-30=42
3 4
14 28 42
Y=r=l ==l xm=osd (1;2;3)

4x, +2x, +3x, =2
b) 13x, +8x,— x; = 8  sistemani Kramer formulasi yordamida yeching.
9%, + x, +8x;= 0

4 2 3
A=2 8 -1 =256+6-18-216-32+4=266-266=0
9 1 8

A=0 Kramer teoremasiga ko’ra, sistema yoki aniqmas, yoki

birgalikdamas. A; ni hisoblaymiz:

-2 2 3
A =18 8 —1 =-128+24-128-2=-234+0
0 1 8

A=0, Aj#0 bo’lgani uchun Kramer teoremasiga ko’ra  sistema

aniqlanmagan.
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2%+ x,— x;=17
c) 4x, +5x, —3x, =5 Kramer formulasiga ko’ra yeching.

X, +3x, =2x, = 1

-2 1 -1
A=14 5 -3 =20-3-12+5+8-18=33-33=0
1 3 -2

A=0, demak sistema yoki anigmas, yoki birgalikdamas. A, A,, A; larni

hisoblaymiz:
7 1 -1
A =-5 5 =3 =-70+15-3+5-10+63=83-83=0
1 3 -2
-2 7 -1

A,={4 -5 -3 =-20-21-4-5+56-6=56-56=0
1 I =2

-2 1 7
A,=l4 5 -5 =-10-5+84-35-4-30=84-84=0
I 3 1

A=0, A;=A,=A;=0 bo’lgani uchun sistema anigmas, cheksiz ko’p yechimga

ega.

Sistemani Gauss algoritmi bilan yechamiz:

-2 1 -1 |7 -2 1 =17 -2 -1 -1(7

4 5 =3 |5~ 0 7 =59~ 0 7 =59

I 3 -2 |1 0 T3P 0O 0 0y
2 2

=2x,+ x, = x;+7
berilgan tenglama { 4x, +5x, =3x, —5 sistemaga teng kuchli.

x;€R

Bu tenglamani Kramer formulasi bilan yechish mumkin.

A=‘_2 1‘ — -10-4=-14
4 5

1

7 1
;‘” . 5‘ =5(x317)-3x3+5=5x3+35-3x5+5=2x5+40=2(x5+20)
x3—
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-2 x;+7
4 3x,-5

= -2(3%3-5)-4(x5+7) = -6x 3+10-4x;-28 =

=-10x;3-18 = -2(5x5+9)
. 2(x; +20) _ x;+20

1

. —2(5x;+9)  5x;+9
—14 7 ? —14 7

. .. 2 .
Sistema yechimi [— X3 0; 5x37+9;x3j bo’ladi.

2. Chiziqli tenglamalar sistemasini

teskari matritsa usulida yechish.
Berilgan (1) sistemani

AX=B @)
matritsa ko’rinishida yozib olamiz.
a4 4 Xy b,
A=|ay, ay ay | X=|x,|, B =|b,
a3 Ay ds X3 b,

(2) tenglamani har ikki tomonini chapdan A teskari matritsaga ko’paytiramiz

A" AX =4""-B, A7'-4=E bo’lgani uchun

X=4"B (3)
tenglik hosil bo’ladi.

(3) formula bilan topilgan X ustun matritsa sistemaning yechimi bo’ladi.
1-misolni a)-sini shu usul bilan yechamiz:
X +2x,+ x;= 8
3x, +2x,+ x; =10
4x, +3x, —2x, = 4

I 2 1
A=|3 2 1 matritsa uchun teskari matritsa mavjud, chunki
4 3 -2
. -7 7 0
A =|4=14#0. A“:ﬁ 10 -6 2
1 5 -4
. -7 7 0 8 -56+70
X=4"B=—[10 -6 2 |10
14

1
=i4 80-60+8 |=|2|
1 5 -4)|4 8+50-16) (3
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Javob: (1;2;3) .

Mustaqil yechish uchun misollar:

Quyidagi tenglamalar sistemasini Kramer va teskari matritsa usulida

yeching.
x+ y-3z=-1 X, +3x, —4x; =-1
6.2. {2x— y+ z= 2 6.3.¢ x,-5x,+ x;= 7
3x+2y—4z=1 2x,+ x, =3x;= 3

2x,+2x, - x;+ x,= 4
3x,+ x,— x;= 2

6.4. 12x, -3x,+ x,=-1 6.5.

X, — X, +2x;= 5

4% +3x,— x;+2x,= 6
8x, +5x, —=3x; +4x, =12
3x, +3x, =2x,+2x, = 6

2x,+ 5x, +4x;+ x, =20 2x— y—6z+ 3t+ 1=0
6.6. X+ 3x, +2x;+ x, =11 67, Tx—4y+2z-15t+32=0
2x, +10x, +9x, +7x, =40 x=2y—-4z+ 9t- 5=0
3x, + 8x, +9x; +2x, =37 xX— y+2z— 6t+ 8=0
2x+ y+4z4+8t=-1
3x+2y+ z=5
6.8, | *rIy-ozHA= 3 6.9.1 x+ y— z=0
3x-2y+2z-2t= 8§
4x—- y+5z=3
2x+ y-2z = 4
2x,+ x,— x3= 5 2x-3y+ z= 2
6.10. {3x,— x,+2x,=-5 6.11. ¢ x+5y-4z=-5
Tx, + x,— x;=10 4x+ y-3z=-4
2x—4y+3z=1 2x— y+ z= 2
6.12. 3 x-2y+4z=3 6.13. {3x+2y+2z=-2
3x— y+5z=2 x=2y+ z=1
X+2y+3z=5 2x,— x,+ x;= 4
6.14. :2x— y—- z=1 6.15. {3x,+2x,— x,= 1
x+3y+4z=6 X+ x,=2x;=-3
X+ x,+ x;=2 X+ x, = 2x; =-7
6.16. <3x, +2x, +2x, = 1 6.17. <3x, —3x, + x, =12
4x, +3x, +3x;, =4 5%, — x, —4x;=-5
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2x, +3x, +11x; +5x, = 2 3x, +4x, + x;+2x, +3=0

6.18. X+ x,+ Sx;+2x,= 1 6.19. 3x, +5x, +3x;+5x,+6=0
2x,+ x, + 3x;+2x, =-3 6x, +8x, + x; +5x, +8=0
3x,+ x,+ 3x;+4x, =-7 3x, +5x, +3x; +7x, +8=0

2x—=5y+3z+ t=5
2x— y+3z=09

6.20. {3x—5y+ z=—4 6.21.
4x-Ty+ z=5

3x=Ty+3z— t=-1
S5x-9y+6z+2t= 7
4x—-6y+3z+ t= 8
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7. CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASINI GAUSS VA
GAUSS-JORDAN USULLARI BILAN YECHISH

1. Gaussning  klassik  usuli - bu Dberilgan sistemaning umumiy
yechimini topishdan iborat bo’lib, bunda sistemaning tenglamalari ustida
elementar almashtirishlar bajarib berilgan sistema trapetsiyali yoki uchburchakli

ko’rinishga keltiriladi. So’ng oxirgi tenglamadan boshlab noma’lumlar ketma-

ket topiladi.

X, +2x,—4x; =4 |x;+ 2x,—- 4x;=-4 |x, +2x,— 4x,= -4

7.1-misol. a) <43x, -2x,+ x, =11 ~¢ — 8x,+13x, =23 ~¢ —8x,+13x,= 23
4x, =5x,+ x;= 9 —13x, +17x; =25 —ﬁx _ 99

g8 8

x3=3, x,=2, x;=4 Javob: (4;2;3).

2. Gauss-Jordan usuli noma’lumlarni ketma-ket yo’qotish Gauss usuli va
teskari matritsa qurish Jordan algoritmiga asoslangan. Gauss-Jordan usuliga
sxema ko’rinishida quyidagicha yoziladi: (4B)~ (£|x).

(A|B)-asosiy matritsani ozod hadlar hisobiga kengaytirilgan matritsa.

E - birlik matritsa. X - tenglama yechimini ifodalovchi ustun matritsa.
X+ x,—6x;—4x,= 6
b) 3%, — x, —6x; —4x, = 2

2x, +3x, +9x, +2x, = 6

3x, +2x, +3x;, +8x, =7

Sistemani Gauss-Jordan usuli bilan yeching.

1 1 -6 -46 1 1 -6 -4]6 1 1 -6 -4] 6
3 -1 -6 —4|2 0 -4 12 8|-16| |0 1 -3 -2|4
2 3 9 206| |o 1 21 10/-6| |0 1 21 10|-6]
3 2 3 817) o -1 21 20-25) (0 -1 21 20}-25
11 -6 —4|6 1 1 -6 —4] 6 10 -3 -2| 2
01 -3 -2/ 4 01 -3 -2| 4 01 -3 -2| 4
o0 24 12]-10] |0 0 1 120512 |0 0 1 12]-512|
0 0 18 18}-21) (0 0 18 18|-21 00 0 9-272
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1 0 0 —1/2| 3/4 1 0 0 0] O
01 0 —1/2/11/4 01 0 0 2
001 12]-512] [0 0 1 0|13
0 00 1 |-32 0 0 0 1/-3/2
Javob: (0;2; 1/3; -3/2).
X — x,+ x;=1
)y x + x,-2x,=3 Berilgan sistema birgalikda, chunki

2x, +2x, —4x, =6

I -1 1 1 -1 11]1
rfl 1 =-2|=rl1 1 =23
2 2 -4 2 2 -46
Sistema cheksiz ko’p yechimga ega, umumiy yechimni Gauss-Jordan usuli

yordamida topamiz:

1 -1 11]1

b-b 1 -1 1] 1 -1 1|t
11 =-23|—>|1 1 -=-23|—> - -
0 0 11 -1P3 0 2 -3

2 2 46 00
-1 1 10 -1/2 |2
— —
0 1 -321 01 -321]
1
X, — =Xy = X, =—x;+2
2
=
3
x2—5x3: x2:5x3+1

Javob: (le +2; ix3 +1; x3j x, €R.
2 2

Mustagqil yechish uchun misollar:

Quyidagi tenglamalar sistemasini Gauss, Gauss-Jordan usuli bilan yeching:

X, — X, +3x;= 3 X, +2x,4+3x;= 0
7.2, 22x, +3x, —4x, =-1 7.3.2x,-3x,— x;=1

3x,+2x,— x;= 2 3x,+ x, +4x; =-1

X, =3x,+2x;+ x, = 2 2x,+ x, +3x;-4x,= 3
74 2x,+ x, +4x;+3x, = 1 75 X, —2x,+ x;-3x, =-1

X +5x, - x;+ x,=-4 3x, +4x, =5x;+ x, = 4

3x,— x,+6x;+5x,= 0 2x, —4x, +2x,—6x,= 5
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5 4 3x,+ x,=0
X, —2x, +x; =
7.6. 97" 2 7.7 3—x,+2x,=5
X, +3x,+x;, =0
2x, —4x, =1
X+ x+ x4+ x,+ x;= 15
3x, =2x, =5x;+ x,= 3 : ? } ! ’
X, +2x,+ 3x;+ 4x,+ Sx;= 35
2x, =3x, + x;+5x, =-3
7.8. 7.9. <x, +3x,+ 6x,+10x, +15x, = 70
X, +2x, - x;—4x, =-1
x, +4x, +10x, +20x, +35x, =126
X, — X, —4x;+9x, =22
x, +5x, +15x; +35x, + 70x, =210
X+2y+3z=5 2x,— x,+ x;— x,= 5
7.10. :2x— y— z=1 711,49 x, +2x, —2x, +3x, =6
x+3y+4z=56 3x,+ x, — x;+2x, =-1
X, —2x,=5x;= 1 -x, +2x,-x;,= 4
712, 34x, + x,—2x,=-3 713, 93x,+ x,—2x, =1
—x, +3x, +7x; = 2 4x, — x,+ x;=-3
x, —3x, =-5 3 6
X, — Xx,=3x; =
714, 3—x,+ x, = 1 7.15. : 2
—2x, +2x, +6x; =-9
4x, — x, = 2
X, +2x, + x, =8 -x+ X+ x;— x,=— 2
7 16. X, +3x;+ x, =15 717, X, +2x,=2x;— x, == 5
4x, + x4+ x, =11 2x,— x, =3x; +2x, =— 1
X, +Xx, +5x, =23 X, +2x,+3x, —6x, =-10
X, +2x, +3x; + 4x,+ Sx;= 2
4x, -3x,+ x;+5x,-7=0
2x, +3x, + Txy; +10x, +13x, =12
X, —2x,—2x;,-3x,-3=0
7.18. 7.19. {3x, +5x, +11x; +16x, +21x, =17
3x,— x, +2x;+3x,-2=0
2x, =Txy, + Tx3+ Tx, + 2x, =57
2x, +3x, +2x, -8x,+7=0
x, +4x, + 5x;+ 3x, +10x; = 7
X+ X, — Xy =
790. 2x, +4x, +x;= 9

X, — X, + x;=-2
2x, +5x, =3x; =15
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8. n-0O’LCHOVLI ARIFMETIK FAZO.
VEKTORLAR SISTEMASI. VEKTORNI VEKTORLAR
SISTEMASI BO’YICHA YOYISH

1. n — o’Ichovli arifmetik fazo deb, mumkin bo’lgan n ta x; x, ..... Xy
haqiqiy sonlarning tartiblangan tizimlari to’plamiga aytiladi va R, kabi belgilanadi.

xX=(Xx;, X5 ..... x,) — R, fazoning arifmetik vektori yoki nuqtasi deyiladi, x;, x,,
..... x, haqiqiy sonlar x vektorning koordinatalari yoki komponentlari deyiladi.

Komponentlar soni arifmetik vektor yoki nuqta o’lchovi hisoblanadi.
Oxyz koordinatalar sistemasida har qanday x vektorni a= ax; +a y; + aj

ko’rinishda yozish mumkin. Vektorning bu ko’rinishda yozilishi uning koordinata
o’qlari bo’yicha yoyib yozishdir. a,, a,, a. vektorning koordinata o’qlaridagi
proyeksiyalari. i, j, k - birlik vektorlar.

a vetor moduli yoki uzunligi ‘5‘= Ja; +a, +a; formula bo’yicha
hisoblanadi.

a voktor yo'nalishi vektorning koordinata o’qlari Ox, Oy, Oz bilan hosil
qilgan burchaklar bilan aniglanadi, bu burchaklar kosinuslari:

a a, a
cosa=—=, cosp=-—=, cosy=-—=

formula bilan hisoblanadi, bunda
a a a

cos’a+ cos’f+ cos’y=1
tenglik o’rinli bo’ladi.
Uchlari A(x;; y;;z;),  B(xs v, z») nuqtalar bilan berilgan 4B vektor
koordinatasi
AB =(X2X1; YY1 Z2-Z1)
ga teng bo’ladi.

X, — X Z, —
Cosa="1—"L; cosp= ———=1; cosy="—"
‘AB
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I-misol. ABC uchburchakda, AN to’g’ri chiziq BAC burchak bissektrissasi

hisoblanadi, N nuqta BC tomonda yotadi. Agar ‘E‘ =b,

A_C‘ =c bo’lsa, AN vektor

uzunligini toping.
A ABC dan BC=c-b uchburchakdan ichki burchak bissektrissasining
BN _ b

xossasiga ko’ra BN:NC=b:c yoki [BN|:|BC|=b:(b+c); PR bundan
C— +c
B __b(c-D)
b+c
AN = AB+ BN bo’lgani uchun AN =b+ b (E—Z):bc+0b hosil bo’ladi.
b+c b+c

2- misol. A(1; 3; 2), B(5; 8;-1) nugqtalar berilgan bo’lsa a=4B vektorni

toping.

AB vektorning proyeksiyalari
a,=x,-x;=5-1=4; a,=y,-y;=8-3=5; a,=z,z;=-1-2=-3

formulalar bo’yicha hisoblanadi. Demak, 4B =4i+5; -3k ko’rinishda yoziladi.

n —o’lchovli arifmetik vektorlar ustida quyidagi chiziqli amallarni bajarish
mumkin.
x=( X5, X3 ..... X)), Y= Yy v,) n- o’lchovli vektorlar va >0
haqiqiy son belirgan bo’lIsin.

1) Vektorlarni  qo’shish uchun mos koordinatalari qo’shiladi:

)_c+;= o +ys X+, s X, +Y,)

2) x vektorni A songa ko’paytirish uchun berilgan vektorning har bir

koordinatasini 4 soniga ko’paytiriladi:
Ax = (2x}; AX2; o AXy)

3) x; y  vektorlarning skalyar ko’paytirish uchun mos koordinatalari

ko’paytirilib, yig’indisi olinadi:

(xXy)=xyi+xyF. .. tx0,)

4) Vektorlar uzunliklari ‘}‘ = \/xf +x; +....+x. formula bo’yicha topiladi.

5) x; y vekorlar orasidagi burchak
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CosQ= (y) _ XV +X), tet X,
‘y‘ N o Ry [

x
formula bilan topiladi; (pe/0;7] )

Misollar:

x=(3; -4;2;5), y=(-1;3;-7;2) vektorlar berilgan:

a)3x+2y vektorni;

b) x*y skalyar ko’paytmasini;

¢) x , y vetorlar orasidagi burchakni toping.

Yechish:

a) 3x+2y=(9; -12; 6; 15)+(-2; 6; -14; 4)=(7; -6; -8; 19);

b) x*y=-3-12-14+10=-19;

c) coscp=@; M =\J9+16+4+25=+/54;

}‘=\/1+9+49+4=\/§;

=l
e e N

2. Vektorlar sistemasi. Vektorni vektorlar sistemasi bo’yicha yoyish.
n-o’lchovli m ta vektordan iborat vektorlar n-o0’lchovli vektorlar sistemasini

tashkil etadi.

a, (a,;ap, ;... a,)
Z(azl;azza a,,)
a, (a,,;;a,,;... a,, )
a,, a,, ..., a, vektorlar sistemasi va A;, A, ..... Ay hagiqiy sonlar berilgan
bo’lsin.
Ma * Mg, t ...t Ang vektorga a, a,, .., a, vektorning Ay, A, ..... An

koeffitsientli chiziqli kombinatsiyasi deyiladi.
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Vektorlar sistemasi va  b(b;;b,;....;b,) vektor berilgan bo’lsa 5 vektorni

sistema vektorlari bo’yicha yoyish uchunz ax; =b chiziqli tenglamalar
=1

sistemasining yechimlaridan birini ko’rsatish yetarli.

Agar chiziqli tenglamalar sistemasi birgina yechimga ega bo’lsa, b vektor
sistema vektorlari bo’yicha birgina usulda, agar cheksiz ko’p yechimga ega bo’lsa,
cheksiz ko’p usulda yoyiladi, agar yechimga ega bo’lmasa 5 vektorni sistema
vektorlari bo’yicha yoyib bo’lmaydi.

2- misol.

13(3;—1;4;5) vektorni

a(213;2), a,(1,-2:4-4), a,(31-52), a,(-4-3,-6)  vektorlar sistemasi
bo’yicha yoying.

Buning uchun b =a,x, +a,x, + a;x; +a,x, vektor tenglama tuzib, uni

Gauss - Jordan usulida yechamiz: (4B)~ (£]x)

2 1 3 -43

1 -2 1 =3 . . . . .
(A|B)= 3 4 s berilgan  vektorlar sistemasi  koordinatalaridan

2 -4 2 -6|5

tuzilgan matritsani ozod hadlar ustuni hisobiga kengaytirilgan matritsa. 4 matritsa
o’rnida birlik matritsa hosil qilish uchun 2-satr elementlarini (-2) ga ko’paytirib 1-

satrga, (-3) ga ko’paytirib 3-satrga, (-2) ga ko’paytirib 4-satrga qoshamiz:

1 3 2 -1|4
1 -2 1 =31 , . _ o
0 10 -8 10|7 bundan sistemaning yechimga ega emasligi ko’rinadi: 7#0.
0 O 0 017
Demak, b vektorni a,,a,,d;,d, vektorlar sistemasi bo’yicha

yoyish mumkin emas.

3-misol. b (5;1;6) vektorni
a, (1;2;1), a, (2;-1;3), a, (3;— 1;4) vektorlar sistemasi bo’yicha yoying.
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Vektor tenglama tuzib Gauss - Jordan usulida yechamiz:

b= ax + i, +aux,
1 2 35 1 2 315 1 0 113 1 0 1 3
2 -1 —1|1|~]0 =5 —=7/-9|~|0 1 7/59/5|~|0 1 7/5|9/5 |~
1 3 416 0 1 11 0 0 111 0 0 —2/5-4/5

x, =1
10 1]3) (1 0 of1 -
~lo 1 75095|~[0 1 of-1|; =1 b=a, -a, + 2a,
00 1/2) (oo 12) x=2

Mustaqil yechish uchun misollar:

8.1. r=0M =2i+3j+6k vektorni yasang va uning radius vektori
uzunligini hamda yo’nalishini aniglang. Cos’o +cos’p+ +cos’y=1 formula bo’yicha
tekshiring.

8.2. M nuqtaning radius vektori Ox 0’q bilan 45° va 0y 0’q bilan 60° burchak
hosil etadi. Vektorning uzunligi =6. Agar M ning applikatasi manfiy bo’lsa,

uning koordinatalarini aniqlang va OM =r vektorni i,j,k larorqali ifodalang.

8.3. x0y tekislikda  A(4;2), B(2;3), (C(0;5) nuqtalar berilgan va
OA=a, OB=b, OC = cvektorlar yasalgan. a vektor b va ¢ vektorlar
bo’yicha topilsin.

8.4. Parallelogrammning ketma-ket uchta A(1; -2; 3), B(3; 2; 1), C(6; 4; 4)
uchlari berilgan. Uning to’rtinchi uchini toping.

8.5. Uchlari 4(2; -1; 3), B(1;1;1), C(0;0;5) nuqtalarda bo’lgan uchburchak
ABC ning burchaklari aniqlansin.

8.6. a=2i +} va b= —2_j +k  vektorlarda yasalgan parallelogramm

dioganallari orasidagi burchak topilsin.

87. a=i+j+2k va b= ;—}+ 4k  vektorlar berilgan. Pry;a va Pr-b

aniqlansin.
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8.8. 1) Agar m va n o’zaro 30° burchak tashkil etuvchi birlik vektorlar bo’lsa,
(m+n)’ hisoblansin.

2) Agar ‘a_‘=2«/?, 5‘:4 hamda (a”b)= 135° bo’lsa, (a-b)’

hisoblansin.

8.9. O’zaro komplanar a ,b,c vektorlar berilgan  bo’lib,
= 3. = 2.[¢| = 5 va (a%5)=60", (b"c)=60" bo’lsa, u=a+b—c vektor
yasalsin, ;‘21/(a+b+c)2 formula bo’yicha uning moduli hisoblansin.

8.10. Teng yonli OACB trapetsiyada M va N nuqtalar mos ravishda BC=2,

AC=2 tomonlarning o’rtalari. Trapetsiyaning o’tkir burchagi 60° ga teng.

OM va ON vektorlar orasidagi burchak aniglansin.
8.11. 5(2;— 1;3;4), 5(5;2;—2;6) vektorlar berilgan:
a)2a , 5a + 3b,a — 2b vektorlarni;
b) (a_, b ) : (3 a+b,a-2b ) skalyar ko’paytmalarini;

c) a va b vektor orasidagi burchakni toping.

Quyidagi b vektorlarni berilgan a,,a,,a,,a, vektorlar sistemasi
bo’yicha yoyish mumkin yoki mumkin emasligini ko’rsating va yoying:
8.12. b=(-49)%;a, = (,-3);a, = (2-5);

o 13 b= (B:=3-10:10) 0, = (1:0:4:3); 4, = (L31;=4:5);
T A, = (1,-2;033) a, = (-233;154)
b=(3-L4:5)a, = (Z132);a, = (1-2;4;-4);
8.14. — —
ay =(3L-5:2);a, = (—4,-3;1;-6)
8.15. b =(9-2;-3):a, = (1;-1;2);a, = (-5;—-1;-4); a, = (4;1;5)
8.16. A ning qanday qiymatlarida b = (1;3;5) vektorni
a, = (325),a, = (24;7),a; = (56, 1)

vektorlar orqali yoyish mumkin?
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8.17. A(2;2;0) va B(0;-2;5) nugqtalar berilgan. 4B=u vektor yasalsin, uning
uzunligi va yo’nalishi aniglansin.
8.18.1) (a+b)’;
2)  (a+b)’+(a-b)’ ifodalardagi gavslar ochilsin va hosil bo’lgan

formulalarning geometrik ma’nosi aniqlansin.

8.19. Agar m va n oralaridagi burchak 60° ga teng birlik vektorlar

bo’lsa, a=2m+nva b=m—2n vektorlardan yasalgan parallelogramm
dioganallarining uzunliklari aniglansin.
8.20. Muntazam tetraedrning bir uchidan o’tkazilgan ikki tekis burchagining

bissektrisalari orasidagi burchak aniglansin.

8.21. 04 = a va OB = b vektorlar berilgan. ‘a_‘ = 2;

b| = 4va (a"h)=60".

Uchburchak OAB ning OM medianasi bilan OA tomoni orasidagi bursak
aniqlansin.
8.22. Tomonlari 6 va 4 sm bo’lgan to’g’ri to’rtburchak uchidan garshi

tomonlarini teng ikkiga bo’luvchi to’g’ri chiziglar orasidagi burchaklar topilsin.

823. m va n lar o’zaro 120° burchak tashkil etuvchi birlik vektorlar

bo’lsa, a = 2m + 4n va b=m—n vektorlar orasidagi burchak topilsin.

824. a(l;-3;2:0), b(4-2:1;3), ¢(5:-3;2; 1), d(1;2;2; -3)  vektorlar
uchun quyidagilarni hisoblang:

a) vektorlarning ortogonallarini aniqlang;

b) (a b), (b ¢), (b d) larnihisoblang.
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9. CHIZIQLI BOG’LIQ VA CHIZIQLI ERKLI VEKTORLAR
SISTEMASI

N o’lchovli m ta vektorlardan iborat vektorlar sistemasi berilgan bo’lsin.

a_l(a“a12 ....... a,,)
a,(a, as, ... a,,)
__________ (1)
a,(a,,a,iy.... a,. )

(1) Vektorlar sistemasi chiziqli erkli yoki chiziqli bog’liq ekanini aniglash uchun

berilgan vektorlar sistemasi vektorlaridan vektor tenglama tuzamiz:

ax,+a, %, + et a,x, =0 (2)
bu erda 6 - n o’lchovli nol vektor. (1) Tenglama m noma’lumli » ta bir jinsli
chizigli tenglamalar sistemasi. Bu sistema aniq bo’lib, yagona nol yechimga ega
bo’lsa, berilgan vektorlar sistemasi o’zaro chizigli bog’liq bo’lmagan yoki chiziqli
erkli vektorlar sistemasi bo’ladi.
Agar sistema aniqmas bo’lib, nol yechimdan tashqgari nolmas yechimlarga ega
bo’lsa, vektorlar sistemasi chizigli bog'liq sistema bo’ladi; bunda x;, x,,..., x,, lardan

kamida bittasi noldan farqli bo’lsa, «,,a,, .., a, lardan birini qolgan vektorlar

orqali chizigli ifodalash mumkin, bu esa sistema chizigli bog’liq ekanini ko’rsatadi.
(1) sistemaning chiziqli bog’liq yoki chizigli erkli ekanini topish uchun vektorlar
koordinatalaridan matritsa tuzamiz. Agar r(4)=m bo’lsa, sistema chiziqli erkli, agar
r(4)<m bo’lsa, chizigli bog’liq bo’ladi.
Misol-1.  a,(1;4;5), a,(2;-L1), a;(~L1;3) vektorlarning chizigli bog’liq yoki
chiziqgli erkli ekanini aniqlang.
1 2 -1

A=4 -1 1 | matritsa rangini aniglaymiz.
I 3
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1 2 -1

M=[4 -1 1/=13410-4-5-24-1=-27+0
5 1 3

r(4)=3, r(A)=m=3.
Vektorlar sistemasi chiziqli erkli.
Misol-2. a,(1;3;2), @,(2;7:3), a,(~1;2;~7) vektorlarning chizigli bog’liq yoki

chiziqli erkli ekanini aniglang:

1 2 -1 1 2 -1
A=|3 T 2. M=3 T 2|=-49+8-9+14+42-6=64-64=0
2 3 -7 2 3 -7
1 2

M= =7-6=120 r(4)=2,

3 7

vektorlar soni m=3. r(4)#m. Vektorlar sistemasi chizigli bogliq.

Mustagqil yechish uchun misollar:
Vektorlar sistemasining chiziqli bog’liq yoki chizigli bog’liq emasligini
aniqlang.

9.1. a, = (1;2;3), a, = (3;6;7)

9.2.a, = (5:4;3), a, =(3;3;2), a, =(81;3)

9.3. a, = (4;-2;6), a, = (6;-3;9)

94. a, = (4-52:6), a, =(2-213), a, =(6:-339), a, =(4-156)

9.5. a,=(2:-31), a,=G-15), a,=(1-43)

9.6. a, = (1;0;0;2;5), Z =(0;1;0;3;4), a, =(0;0;1;4;7), Z =(2;-3;4;11;12)

9.7. a,= (L), a,=(0:L), a;=(0;0;0)

9.8. 4, =32, a,=(2-30), a,=(-3-213)

9.9.a, =321, a, =23, a =(-L-4-1).

9.10. a = (1;-3;4), b =(2;-1;0)

9.11. a, = (13510), a, =(-21;-3;-1), a, = (405D,  a, = (3;2;-1;-4)
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9.12. x, = (-3-1:5), x,=(6;-315), x, =(0:-5:25);
9.13. a, =(LLLD, a, =(2512),  a; =(32-1;-4)
9.14. x, = (1-1L0), x, = (LL-LD, x, =(=1;3=3;1)
9.15. A qanday giymatlarida vektor x = (2; 3; 4) ni quyidagi a@,,a,,a, vektorlar
orqgali yoyish mumkin?
a,=0123), a,=3;L-1), a,=(2LA)
Quyidagi vektorlar sistemasini chizigli bog’liq yoki chizigli bog’liq emasligini
aniqlang:
9.16. a =(=-3;-2); b=(2;7)
9.17. a = (1;-4;3); b =(2;:-7:6)
9.18.a = (1;-2;-3), b= (2;1;-1), c=(3;7:4)
19.a, = (2:0:-11), a, =(3815), a, =10L-3), a, = (-10;1-3)
9.20. a, = (1,2,0); a, =B=LD; ay=(0;L)
921 x, = (LKD), x,=(-L-LD), x, =@-LE),  x, =(L-L-1)
9.22.x, = (4,-5:2:6),  x, =(Z-2:1;3),  x, =(6:;-3:3,9),  x, = (4:—1;5;6)
9.23-9.25 misollar uchun
4 =&13-2), a4, =(2-32),  a,=(16913), a,=(0;:23), a; = (1-L150)
vektorlar berilgan bo'lsin.

923.a,,a,,a,,a,,a, vektorlar uchun quyidagi kombinatsiyani toping:

a) %Z+3Z—%Z+a5 b) a, - 5a, +a, +2a,

Tenglamadan x ni toping:

9.24. 2(a, —x)+3(a, +x)=0 9.25. 3(a, +2x)—2(a; —x) =0
Quyidagi b vektorni a,,a,,a,,a, vektorlar sistemasining chizigli
kombinatsiyasi ko’rinishida yoyish mumkin yoki mumkin emasligini ko’rsating:
9.26. b, = (-5:-3;1-2), a, =(1;2;3), a, = (0:1;-1), a, = (3;4;-1)

9.27. b= (51;-1;4), a, =(1;2;03), a, = (43;=21), a, =(2;5-4;-1), a, = (1;6;—1;3)
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e e h(2:12:17-R7-7) A (1-2-2:2-1) A _(7-2-5. _T7-4)
a,(3;7;11;7;5), a,(4;10;16;7;3), as(5;13;21;2;10)
9.29. b(—5;1;2), a,(1; —1;4), a,(—3;1; —1)
9.30. b(—2; —5; —1; —10), a,(—1;1;2;1),a,(1;2; —1;2), a;(1; —2; —3;3),
a,(—1; —1;2; —6)
9.31. b(3; —1;4;5), a,(2;1;3;2),a,(1; —2;4; —4),a,(3;1; —5;2),
as(—4 —3;1; —6)
A ning qanday qiymatlari vektor b ni quyidagi a,,a,,a,, vektorlar orqali
chizigli yoyish mumkin:
9.32. a,=(235); a,=(378); a,=L-61), b=(7:-24)
9.33. ¢, =(325); @, =Q4T); a;=(564); b=(246)

9.34. @, =(3:00); @, =(-LL0); a,=(L0l); b=(-L-1)

9.35. a, = (010);  a, =(LOL); a, =(0:4:0); b=(24-2)?
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10. VEKTORLAR SISTEMASINING RANGI VA BAZISI.
VEKTORLAR SISTEMASIDA ELEMENTAR
ALMASHTIRISHLAR. KANONIK BAZIS

a;, a, ..., a, vektorlar sistemasi berilgan bo'lsin. Berilgan vektoriar

sistemasining bazisi deb uning chizigli bog’liqg bo’lmagan shunday bir gismiga
aytiladiki, bunda berilgan sistemaning har bir vektori bazis vektorlari orqali
yoyilishi mumkin bo’ladi. Berilgan vektorlar sistemasining ixtiyoriy bazisi
tarkibidagi vektorlar soniga uning rangi deyiladi.

1. Misol. Quyidagi vektorlar sistemasining bazislaridan birini quring va
rangini aniqlang:

a;(1;2;-1;3),  ax(0;3:4;1),  a3(-2;-1;6;-5),  a4(5;1;2;-4)

Yechish:  a;x; +ax;+tas;tax,~6  vektor tenglama umumiy yechimini Gauss-

Jordan usulida quramiz:

10 -2 5100 (1 0 =2 510 10 -2 5
2 3 -1 1| (03 3 -9 oo o 11
14 6 2| |04 4 71| o0 0o 11|
31 =5 —40) (o1 1 -1900) o1 1 =190
1 0 -2 olo
00 0 1[0
"o 0o o o)
0 1 0[0

Yechilgan sistemadan x;, x, x; - yechilgan noma’lumlar, x; esa erkin noma’lum
ekanligi ko’rinib turibdi. Demak, berilgan vektorlar sistemasining bazisi a; a, va
a, vektorlar sistemasi bo’lib, sistemaning rangi bazisidagi vektorlar soni 3 ga
teng.

Agar berilgan ikkita n o’lchovli a;va a, vektorlarning skalyar ko’paytmasi
nolga teng bo’lsa, a; va a,vektorlar o’zaro ortogonal vektorlar deyiladi.

n o’lchovli nolmas vektorlardan tarkib topgan vektorlar sistemasi berilgan
bo’lib, sistema vektorlarining har qanday ikki jufti o’zaro ortogonal bo’lsa, u holda
sistemaga ortogonal vektorlar sistemasi deyiladi.

2. Misol. Quyidagi vektorlar sistemasi ortogonalmi?
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a;(0;5;-2),  ax29;-2;-5),  a3(2:4;10)
Yechish:
(a;«a;)=0-10+10=0
(a;«a3)=0+20-20=0
(ay+a3)=58-8-50=0
Berilgan vektorlar sistemasi ortogonal vektolar sistemasi ekan.

Teng o'Ichovli n ta a;, a, ... a; chizigli erkli vektorlar sistemasi ustida
ortogonal vektorlar sistemasini qurish, ya’ni mos ravishda b,, b, ... by ortogonal
sistema bilan almashtirish mumkin. Buning uchun Shmidt formulalaridan
foydalanamiz:

b1=a1

-1 (1,
b, =a, - ((bi at)b

b 'bi) i te{2;3;...k}

i=1
3. Misol. a;(1;1;1), a,(0;1;1), a3(0;0;1) vektorlar sistemasi ustida ortogonal
sistema quring. rang (a,,a, a3)=3 chiziqli erkli sistema ekan.

b;=a,(1;1;1)

(bl’az) 2 ( 2.1
» =, (bl 'bl) | ( ) 3 ( ) 3’3

1
(bl ) a3)b (bz :a3)b2 = (0;0:]) _%(1;1;1) _ L(_

_ 3
%

(bl'bl) 1 (bz bz)

22

Berilgan vektorlar sistemasi ustida qurilgan ortogonal sistema vektorlarini butun

W | —

9

2
b3:a3— 5

.lj_
'3

W | —

koordinatali vektorlarga aylantirib, (1;1;1); (-2;1;1); ( 0;-1;1) natijani olamiz.

Nolmas b vektorning normallangan yoki birlik vektori deb, vektorga

b
i
aytiladi.

Har bir vektori normallangan, ya’ni birlik vektor ko’rinishiga keltirilgan

ortoganal sistemaga ortonormallangan vektorlar sistemasi deyiladi.
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4. Misol. Yuqgoridagi misolda topilgan ortonormal b;(1;1;1);  by(-2;1;1); b3(0;-
1;1) sistemaning har bir vektorini birlik ko’rinishga keltiramiz.

b _ 1 (1_1.1):( 11 1]
bl Jrsrsr

n o'lchovli birlik e,(1;0;0;...;0),e,(0;1;0;...;0),...,e,(0;0;0;...;1)

vektorlar kanonik bazisni tashkil qiladi.

Mustagqil yechish uchun misollar:

Quyida berilgan vektorlar sistemasining bazislaridan birini quring va
ranglarini aniqlang:

10.1. a;=(1;-2;-5), a,=(3;4;-1), a;=(2;-3;0)

10.2. a;=(1;1;-2;-5), a,=(3;4;-1;2), a;=(4;1;-2;3), a,~(5;2;-3;1)

10.3. e;, e, e;bazisda a;=(1;1;0), a,=(1;-1;1), a;=(-3;5;6) vektorlar berilgan.
a;,; a,, a;vektorlar bazisni tashkil qilishini ko rsating.

10.4. e;; e, e; bazisda vektor b=(4;-4;5) berilgan. Shu vektorni quyidagi a;;
a,; a; bazisda ifodalang: a;,=(1;1;0), a,=(1;-1;1),  a;=(-3;5;-6)

10.5. e;; e, e; bazisda berilgan a=(1;2;0), b=(3;-1;1), ¢=(0;1;1) vektorlar
o zlari bazis tashkil qilishini ko rsating.

10.6. e;, e,; e;bazisda quyidagi a, b, ¢ vektorlar berilgan:
a=e;+e,te; b=le,+3e; c=e,*+5e; a, b, ¢ vektorlar bazis tashkil qilishini isbotlang.
Vektor d=2e;-e;+e;ni a, b, ¢ bazisdagi koordinatalarini toping.

Quyidagi vektorlar sistemasining bazislarini toping:

10.7.a;=(1;2;0;0), a;=(1;2;3;4); a;5=(3,6,0;0);

10.8. a;=(1,2;3;4); a;=(2;3:4;5); a5=(3;4;5:6); a,=(4:5;6;7);

Berilgan vektorlar sistemasining rangi va barcha bazislari topilsin:
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10.9. a;=(1;2;0;0); a,=(1;2;3;4); as=(3;6;0;0);

10.10. a;=(1;2;3:4); a;=(2;3:4;5); as=(3:4;5;6); a,~(4;5,6;7);

10.11. a;=(2;1;-3;1); a;=(4;2;-6,2); a5=(6;3;-9;3); a,~(1;1;1;1);

Vektorlar juftliklari o’zaro ortoganalmi:

10.12. a;(4;-5) va ax(1;0);

10.13. a;(4;1;2) va ax-1;0;2);

10.14. a;(2;0;4;-1) va ax(1;2;3;4);

10.15. a;(1;3;2;-3) va ax(1;1;1;2)?

Quyida berilgan chiziqli erkli vektorlar sistemalari ustida ortogonal va
ortonormallangan vektorlar sistemalari qurilsin:

10.16. a,(1;0) va a,(1;1)

17. a;(1;1;1;0), a5(0;1;1;1), a3(0;0;1;1)

Quyida berilgan vektorlar sistemasining rangi va bazislari topilsin:

10.18. a;=(5;2;-3;1); a,=(4;1;-2;3); a;=(1;1;-1;2); a,~(3;4;-1;2)

10.19. a;=(2;-1;3;5); a,=(4;-3;1;3); a;=(3;-2;3;4); a,~(4;-1;15;17);
as=(7;-6; -7;0)

10.20. a;=(2;1;-3;1); a,=(4;2;-6;2); a;=(6;3;-9;3); a,~(1;1;1;1)

10.21. a;=(1;2;3); a;=(2;3;4); a5=(3;2;3); a,~(4;3;4) as=(1;1;1)

10.22. a;=(5;2;-3;1); a,=(4;1;-2;3); a;=(1;1;-1;-2); a,~(3;4;-1;2)

10.23. a;=(2;-1;3;5); a,=(4;-3;1;3); a;=(3;-2;3;4); a,~(4;-1;15;17);
as—=(-7;-6;-7;0)

Quyida berilgan chizigli erkli vektorlar sistemalari ustida ortogonal va
ortonormallangan vektorlar sistemalari qurilsin:

10.24. a;(1;1), a»(0;2)

10.25. a;(1;0;1;0), a(0;1;1;1), as(1;1;0;1)

10.26. ai(1;1;1;1), ax(1;1;1;0), a3(1;0;1;1)
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11. VEKTOR KO RINISHIDA YOZILGAN CHIZIQLI
TENGLAMALAR SISTEMASINING BIRGALIKDALIK VA
ANIQLIK SHARTLARI. FUNDAMENTAL YECHIMLAR

m ta noma’lumli n ta chiziqli bir jinsli tenglamalar sistemasi vektor shaklda
berilgan bo’lsin:

ax;rax,+...ta,x,=60
rang(a;a...,a,)=rang(a,a,,...,a,, ) bo’lgani uchun sistema har doim birgalikda.
Rang(a,,a,, ...,a,)=m munosabat o’rinli bo’lsa, sistema anig va yagona nol yechimga
ega.

Rang(a,a,,...,a,)<m munosabat o’rinli bo’lsa, sistema anigmas Vva trivial
yechimdan tashqari nolmas yechimlarga ham ega bo’ladi. Ushbu holda, har bir
nolmas yechim m o’lchovli vektor sifatida qaralishi mumkin.

Bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasining fundamental yechimlari sistemasi
yoki tizimi deb, uning chiziqgli bog’liq bo’lmagan nolmas F,, F,,...,F; yechimlariga
aytiladiki, sistemaning har bir yechimi ushbu yechimlarning chiziqli kombinatsiyasi
ko’rinishida aniglanishi mumkin.

Agar rang(a,a,,...,a,)=r<m bo’lsa, sistema o’zining fundamental yechimlari
tizimi mavjudligi bilan xarakterlanadi va tizim har biri m o’lchovli m-r ta nolmas
vektorlardan tarkib topadi.

Bir jinsli sistemaning fundamental yechimlari tizimi quyidagicha quriladi:

1. Bir jinsli sistemaning umumiy yechimi quriladi;

2. m-r 0’lchovli m-r ta vektorlardan iborat chiziqli erkli vektorlar siatemasi,
masalan: e;(1;0;...;0), ,(0;1;0;...;0),..., en(0;0;...;1) tanlanadi;

3. Umumiy yechim erkli noma’lumlari o’rniga e; vektor mos koordinatalarini
qo’yib, bazis noma’lumlar aniglanadi va mos ravishda F; fundamental yechim
quriladi. Shuningdek, e,, e3, ..., e,.. vektorlardan foydalanib, mos ravishda F,, Fj,
..., F,_ fundamental yechimlar quriladi.

1. Misol. Bir jinsli sistemaning fundamental yechimlari tizimidan birini quring

va uning umumiy yechimini vektor shaklda aniglang:
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4x, +7x, +2x;, +3x, =0

X, +3x,— x;+2x, =0
2x,+ x, +4x,— x, =0
Sistemaning umumiy yechimini Gayss-Jordan usulida quramiz:
4.7 2 3|0 0-5 6-5]0) (01 -12 1]0

1 3-1 2| 0{~|1 3 -1 2] 0[~|1 0 26 -1] 0

2 1 4-1] 0 0-5 6-5[0/ (0 0 0 0|0

m=4, r=2 bo’lgani uchun m-r=2 ta chiziqli erkli e;(1;0) va e,(0;1) sistemani
tanlaymiz. e,(1;0) vektor koordinatalarini umumiy yechimning mos erkli
nomalumlari o’rniga qo’yib, bazis nomalumlarni aniglaymiz va F;(-2,6;1,2;1;0)
fundamental echimni quramiz. e,(0;1) vektor yordamida F(1;-1;0;1) fundamental

yechimni quramiz. Boshqacha qilib aytganda kengaytirilgan matritsadagi

koeffitsiyentlarni sistemaga qo’yamiz:

X, = =2,6x;+x,
X, —1,2x;+x, =0 X, = 1,2x, — x,

{xl 2,6x;,—x, =0 Xy = Xy
Xy = Xy

Fundamental yechimlar F,(4,6;1,2;1;0) va F,(1;-1;0;1) quriladi.

Umumiy yechimni tuzamiz:

-2,6 1
1,2 -1

x=M Fr Ay F= Ay h +4, 0
0 1

Bu yerda ﬁl va 12 lar ixtiyoriy haqiqiy sonlar.
m ta nomalumli z ta chiziqli bir jinsli bo’lmagan tenglamalar
sistemasi vektor shaklda berilgan bo’lsin:
a X taxot. . . ta,X,=b (b= g)
Sistemaning umumiy yechimini vektor shaklda yozish mumkin:
X=Fp A F+ Ay For. .+ A, . F,,

Bu yerda F- bir jinslimas sistemaning xususiy yechimlaridan biri, F;, F,, ...,

F, . - berilgan sistemaga mos ravishdagi
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ax;rax,+...ta,x,=60

bir jinsli  tenglamalar  sistemasining  fundamental = yechimlari  tizimi,

ﬂq , ﬂvz yeues ﬂm_r -ixtiyoriy haqiqiy sonlar.
2. Misol. Berilgan sistema umumiy yechimini vektor shaklda quring:

4x, +7x, +2x;, +3x, =8
X, +3x,— x; +2x, =3
2x,+ x, +4x;— x, =2

47 23] 8 0-56-5|-4 0 1-12 1108
1 3-12]3|~|1 3-1 2|3 |~|1 0 26-1]|06
2 1 4-1] 2 0-56-5]|-4 00 0 0]0

F(0,6; 0,8; 0; 0) sistemaning xususiy yechimlaridan birini qurdik.

Sistema umumiy yechimi vektor shaklini yozamiz:

0,6 -2,6 1

0,8 1,2 -1
X=F0+11F1+12F2: +2~1 ) +ﬂ,2 0

0 0 1

buyerda 4, va A, larixtiyoriy haqiqiy sonlar.

Mustagqil yechish uchun misollar:

Bir jinsli tenglamalar sistemasini yeching:

X +2x,— x;— x,=0 X, —2x,+ x;=0
I1.1. <—2x, —4x, +2x, +2x, =0 11.2. ¢ x,+2x,-2x,=0
3x, +6x, —3x; —3x, =0 3x, +2x, —=3x, =0
X, —7x, +5x; =3x, =0 X, +2x,+ 4x; - 3x, =0
113, 2x, =3x, +7x;— x, =0 11.4. 3x, +5x, + 6x;— 4x, =0
X — x,+ x;-2x,=0 4x, +5x, — 2x;+ 3x, =0
5%, + x, =0 3x, +8x, +24x;, —19x, =0

Bir jinsli bo’lmagan chiziqli tenglamalar sistemalarining fundamental
yechimlarini toping:
5 3 { 2x,— x,+ x;+ x, =1
X, —2x, +3x; +x, =
11.5.{ PR TR T 11.6. X, = X 2,22

2x, =3x,— x;—x, =—4
oo 2x, —2x, +3x, =3
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11.7 X, +2x,— x;=5 118 3x, +x, —x; —2x, =4
2%, - x, - 3x, =4 o X, —x,—x;+2x, =1

X+ x4+ x+ x,=2
11.9. 2x, —2x, +2x, =2

X, - X+ x, =2

Sistemani yeching:

3x—2y—2z=0 3x+2y—z=0
11.10. <2x— y+3z=0 I1.11. 2x - y+3z=0
_3y_4Z=O X + y— z=0

X, —2x,+ 4x;— 3x,=0
3x, —2x, +3x; +3x, =0

11.12. 3%, -2x,— x;+ x,=0 11.13.
X, — X, +2x;+5x, =0

3x, +5x, + 6x;— 4x, =0
4x, +5x, — 2x;+ 3x, =0
3x, +8x, +24x;, —19x, =0

Sistemalarni fundamental yechimlarini va umumiy yechimini toping:

3x, —x, +2x; +3x, =18
11.14. <—x, —x, +2x,=0

3x+5y+2z=0
Mii{x s
X, +x, +3x;-2x, =0

5x+2y+3z=0

2%+ x, —4x;— x,+ x3=0 X, =3x,— x;+4x,— x5= 7

11.16. § x,+2x,+ x;+2x,+ x, =0  11.17. <2x,— x, —3x,+ x, +4x, =-3

3x,— x, =5x;+ x, +2x,=0 3x, —2x, —2x; +5x, +3x, = 4

X, +2x, +3x; =2
1118, | TRt n=0

X +3x, - x;=-2
3x, +4x,+3x, =0
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12. CHIZIQLI FAZO. EVKLID FAZO.
ORTOGONAL MATRITSA

12.1. a;(0; 1, -3), a3, 5;0), as(1; 2; -1) vektorlar sistemalariga tortilgan chiziqli
gism osti fazosining bazislaridan birini, o'lchamini hamda ortonormallangan
bazisini topamiz:

Buning uchun a;x;+a,x;+as;x;=0 vektor tenglama umumiy yechimini Gauss-
Jordan usulida quramiz:
0 3 1 0y (o 31 0) (0 3 1
15 28 0|~1 5 2 0|~[1 -1 0
-3 0 -1 0) (015 5 0/ (0 0 0
X;, X3 noma’lumlar umumiy yechimning bazis noma’lumlari. Demak, mos
ravishda, a;, a; vektorlar tizimi berilgan sistemaning bazislaridan birini tashkil
etadi. Tizim 2 ta vektordan tarkib topgani uchun, berilgan vektorlar sistemasining
o'lchami 2 ga teng.
Bazisni tashkil qiluvchi a;0; 1, -3) va a3, 2; -1) vektorlarni

ortogonallaymiz:
b, =a,(0;1;-3)
(b, -a), 0-1+1-2+(=3)-(-1) 31
= 1;2;-1) - 0;1;-3) = (1;2;—1) — — (0;1;-3) = (1
2=y T T s ) TR ( =333

hosil bo’lgan ortogonal sistema vektorlarini butun koordmatah vektorlarga
aylantirib, b;(0; 1, -3) va by(2; 3; 1) ni olamiz. Bu ortogonal sistemaning har bir
vektorini birlik ko rinishga keltiramiz, ya’ni ortonormallashtiramiz:

b O3 13

b o212+ (3) RNTRRNTE
b,

_ @3 {2_3_1}
| V224312 V14714714

12.2. x(3, -2; 4) vektor e;, e, e; bazisda berilgan. Vektorning
e, = e +2e, —3e,
e,= e + e, + e
e, =2e, —e, +2e,

bazisdagi koordinatalarini topamiz:

Koeffitsientlar matritsasi P ning transponirlangan matritsasi P’ ni hosil
qilamiz:

1 2 -3 I 1 2
P=|1 1 1 Pl=| 21 -1
2 -1 2 -3 1 2
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U holda x vektorning dastlabki bazisdagi koordinatalari uning yangi bazisdagi
koordinatalari orqali (matritsa shaklida x=P"x") quyidagicha ifodalanadi:

X, =x, +x, +2x,
X, =2x, +Xx, — X,

X, ==3x, +x, +2x,

P12 3y (1 1 2 3y (10 -3 -s)[Lod )
21 -1 =2|~0 -1 -5 8|~f0 1 5 8|~0 10 W,
-3 1 2 4/ 10 4 8§ 13) {0 0 -12/-19) |o o 1%,

Demak, dastlab berilgan x(3, -2, 4) vektorning yangi bazisdagi koordinatalari:

Ta’rif: P-P"=P.P"' =E shartni bajaruvchi P matritsaga ortogonal matritsa
deyiladi.
12.3. Quyidagi matritsa ortogonal matritsa bo’lishini tekshiramiz :

1 0 0 1 0 0
P=|0 Cosa -Sina P"=|0 Cosa Sina
0 Sina Cosa 0 —-Sina Cosa
1 0 O
P-P'=|0 1 0|=E
0 0 1

Demak, berilgan P matritsa ortogonal matritsa bo’ladi.

Mustagqil yechish uchun misollar:

Quyidagi vektorlar sistemalariga tortilgan chizigli qism osti fazosining
bazislaridan birini , 0’lchamini va ortonormallangan bazisini toping:
12.4. a,(3; -1, 2), ay(1;4;-1), as(7,;2;3)
12.5. x(2;-1) vektor e;, e, bazisda berilgan . Vektorning e; '=e;-3e,; e, =2e;+e;
bazisdagi koordinatalarini toping .

Quyidagi matritsalardan ortogonallarini ajrating:

Lo 0 4 2 1 1
126. |2 0 05 12.7. ( j 12.8. ( ‘]
1 3 0 2

4 —1 3

12.9. Quyida berilgan ikki vektorlar sistemalaridan har biri bazis bo’la olishini
isbotlang. Ushbu bazislarda berilgan aynan bir vektorning koordinatalari orasida
munosabatlarni o’rnating:
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a) e)(1;2), exL;1); e (1;1), e:(3;4)
b) e,(1;3), e,(2;3), €{(1;0), e;(0; —3)
c) €,(2;3) e,(2;4), e;(0; —1), e5(6;11)
12.10. R; da i, j, k bazisdan fazoni Oy ordinata o’qi atrofida a burchakka
burgandagi bazisga o’tish matritsasini quring.
Quyidagi vektorlar sistemalariga tortilgan chiziqli qism osti fazosining
bazislaridan birini , 0’lchamini va ortonormallangan bazisini toping:
12.11. a;(1;2;-1;3), ax(0;3;4;1), as3(-2;-1;6,-5), a,5;4;2,-4)
12.12. x(3,-2) vektor e; e, bazisda berilgan vektorning e; =2e;-e,; e, =e;+e;
bazisdagi koordinatalarini toping .
12.13. x(1,2;-2) vektor e;, e,, e; bazisda berilgan vektorning e; =e;+e;-e;,
e, =2e;-e;+e; bazisdagi koordinatalarini toping .
Quyidagi matritsalardan ortogonallarini ajrating:
Sina 0 Cosa
12.14. o 1 1 12.15. ( s tg“)

—Cosa 0 Sina

Quyida berilgan ikki vektorlar sistemalaridan har biri bazis bo’la olishini
isbotlang. Ushbu bazislarda berilgan aynan bir vektorning koordinatalari orasida
munosabatlarni o’rnating:

12.16.  e;(2;1,-1), ex(3;1,2), es(1,0;4)

e (1;1;-1), e(2;3;-2), e;3(3,4,-4)

—clga ctga
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13. CHIZIQLI OPERATOR

~

13.1. Agar R’da chizigli A operator €,€,,€; bazisda o’zining

302 4 .
A{l 5 6} matritsasi bilan berilgan bo’lsa, x=4¢ —3e, +e, vektorning y=A(x)
1§ 2
aksini toping.

v 1 [3 2 4]7[4 10
Y=A4X formulaga binoan, |y, |=[-1 5 6*|-3|=|-13
yo| |1 8 2] [ 1] |-18

Demak, y =10e, —13e, —18e;

~

- = . 17 6 _
13.2. €,,€, bazisda A operator 4= 6 8 matritsaga ega.

~

e =e —2, e =2,+e, bazisidla A operatorining matritsasini toping.

: L L2y : L )
O’tish matritsasi C =( ) lj ning teskari matrisasi C™' :l[ J

- 5(2 1
Demak. Bocac< YU “2)(17 6\ (1 2)_(1 =) (1 2)_(5 0
emai, 2T “s5l2 1 )06 8)(-2 1)7(8 4)(-2 1) (o 20
~ 1 4
13.3. Chizqli A operator A= 9 1 matritsa bilan berilgan. Chizigli

operatorning hos qiymatlari va hos vektorlarini toping.
Xarakteristik tenglama tuzamiz:

1-2 4
|4- AE| = =0, A -21-35=0, 4, =-5 A, =7
9 1-2

M=-5 ga tegishli X(I)Z(Xl,Xz) hos vektorni topamiz. Buning uchun quyidagi

tenglamani echamiz:

6 4\ x 0
A==5 (A-AE)-x=0 = = x, =—15x,
9 6)\x, 0

agar x;=C deb olsak x,=-1.5C, X"/=(C;-1.5C) vektorlar har ganday C#0 uchun A
operatorini hos qiymati A;=-5 ga tegishli hos vector bo’ladi. Huddi shunday
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M=7 hos qiymati uchun A4 operatorni hos vektorlarni x® :@CI,C1 ) C, %0

vektorlar tashkil etadi.

13.4. Chizigli operatorning A:[; Al‘j matritsasini diogonal ko’rinishiga
keltiring.
A=(; ﬂ matrisa bilan berilgan chiziqli operatorning hos qiymatlari va hos

vektorlarning 3-misolda topilgan: A=-5 A,=7

xX®=(c-15¢) x@ =(§C1a01j5 X" va X®  vektorning koordinatalari

proportsional emas, shuning uchun X/ va X® vektorlar chizigli erkli. Demak, X

va X7 bazisda A-matritsaning diagonal ko’rinishi:

A0 -5 0 ) .. ) e .
A" = (01 5 J eku A" =( 0 7). Buni tekshirish uchun bazis vektorlar sifatida
2

XW=(2; -3), X®=(4; 6) vektorlarni olsak, yangi bazisga o’tkazuvchi o’tish matritsa

C ning ko’rinish: (23 2] bo’ladi. Dioganal matrtisa:

. 2 41 42 4) 1(6 —4Y1 42 4) 1(-30 20

A:CACZ = — e
-3 6) 19 1)\-3 6) 243 2 )9 1)-3 6) 24( 21 14

2 4 1(-120 0) (-5 0

-3 6) 24{ 0 168) \ 0 7

Mustagqil yechish uchun misollar:

~

13.5. €,,€, bazisda chizigli A operator A:( 31 ij matritsa bilan berilgan,

x=4e;-3e; bo’lsa, y=A(x) ni toping.

-1 0 2
13.6. €,,€,,€; bazisda chiziqli A operator | 2 1 -7 | matritsa bilan
0 1

berilgan x=2e;-4e,-e; bo’lsa, y=A(x) ni toping.
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~

o~ 2 4 :
13.7. €,,€, bazisda A operatorlar Az[ ; 3J matritsaga ega.

~

e, =e,—2e, e,=2e —4e, bazisda A operatorning matritsasini toping.

Berilgan matritsalarning hos qiymatlari va hos vektorlarini toping:

1 2 =2
13.8. A:[_Zl _43J 139. 4=|1 0 3
1 3
2 -1 2
13.10. 4= 5 -3 3
-1 0 -2

13.11. €,€,,¢€;5, bazisdan €,,€;,€ bazisga o’tith matrisasini toping.

~

13.12. €,,€,,€;,e4 bazisda A operatorining matritsasi

0
-1

0 berilgan. Ushbu operatorning

—_— N O
D D W N
W = N =

1) €,,€;,€,,€4 bazisdagi matritsasini toping;
2)e; e te,, e te, e e te,+e t+e, bazisdagi matritsasini toping.
O’zlarining matritsalari bilan berilgan chiziqli operatorlarning hos qiymatlari

va hos vektorlarini toping:

0 1 0 4 -5 2
13.13. A=|-4 4 0]; 13.14. 4=|5 -7 3|;
-2 1 2 6 -9 4
1 -3 3 7 =12 6
13.15. 4= 2 6 3|; 13.16. 4={10 -19 10|;
-1 -4 8 12 -24 13
1 0 O

p—
|98
[E—
~
AN

Il
[

p—

S N

—
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Chiziqli operatorning 4 matritsasini diogonal ko’rinishiga keltiring:

0 1 0 O
b0 0 01 O
13.18. 4={ 0 2 0 13.19. 4=
0 0 0 1
-2 =21
-6 1 7 -1
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14. KVADRATIK FORMALAR

14.1. L(x;, x5 x3) = dx - 12x x-10x ;x3+x,°-3x5>  kvadratik formaning A4
matritsasini tuzing.

Kvadratik formaning matritsasini topamiz:

4 -6 -5\(x 4 -6 -5
L=(x x, x;)|-6 1 O0|lx,|, 4A=|-6 1 0
-5 0 -3)\x, -5 0 -3

14.2. L(x;, x;) = 2x, +4x x,-3x,° kvadratik forma berilgan.
x;=2y;-3y,; x,=y;+y, chiziqli almashtirish orqali hosil bo’lgan
L(y,, y,) kvadratik formani toping.

. . . . . 2 2 NP .. . .
Berilgan kvadratik formaning matritsasi A:[z ?J chiziqli almashtirish matritsasi

cz(lz ‘13] bo’ladi.

Qidirilayotgan kvadratik formaning matritsasini quyidagicha:

21y (2 2) (2 =3\ (13 -17
A=C"-4-C= =
(—3 J [2 —3} [1 1} [—17 3}

kvadratik formaning ko’rinishi:

L(y1, y)=13y;°-34yy:+3y5°
14.3. Kvadratik formani — kanonik ko’rinishga keltiring.
L(x;, x3, x3) = x7-3x oA s 2xx sty = x12-x1(3x2-4x3) + x5
x; o’zgaruvchining kvadrati o’rnida turgan koeffitsiyenti nol’dan farqli

bo’lgani uchun, x; 0’zgaruvchining to’liq kvadratini topamiz:
, 1 1 11 ? ,
L=|x —2x 5(3)(2 —4x3) + 5(3x2 —4x3) - 5(3x2 —4x3) +2x,x; + x5 =
3 "9
(xl —Exz +2x3} —szz +8x,x, —3x;
endi o’zgaruvchi x, uchun kvadratini topamiz:

2 2
L :(xl —%xz +2x3j —%[xz —%)%j +3?7x32,
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Demak, no’ldan fargli chizigli almashtirish

Yi=X% _Exz - 2x,

16
Yy =Xy — EXS
V3=V3 berilgan kvadratik formani kanonik ko’rinishga keltiradi:
9 37
L v2s v2) =00 =03+ 50

14.4. Kvadratik forma L=13x;>-6x,x,+5x,° musbat aniglangan kvadratik forma

ekanligini isbotlang.

. . . . 13 -3 .
Kvadratik formaning matritsasi 4 = ( 3 s j bo’ladi.

Xarakteristik tenglama tuzamiz:

13-4 -3

|A—/1E|:‘
-3 5-4

‘ yoki 4> -181+56=0

ya'ni A =14, 1,=4 xarakteristik tenglamaning yechimlari musbat bo’lgani

uchun, L-musbat aniqlangan kvadratik forma bo’ladi.

Mustaqil yechish uchun misollar:
14.5. Kvadratik formani matritsa ko’rinishida yozing:
L =2x] +3x3 —x; +4x,x, —6x,x, +10x,x,

14.6. Kvadratik formaning matritsasini toping;:

-1 0 2)(x
L(xl,xz,x3)=(x1 X, x3) 2 4 1] x,
30 —-1){x,

14.7. Kvadratik forma L(x,, x,)=3x? — x? + 4x,x, , berilgan.
X;=2y1-v, X>=V;-y2, chizigli almashtirish orqgali hosil bo’Igan kvadratik formani
toping.
14.8. X +4x; +3x] +2x,x,
14.9 —2x —x] —xx; + 20,0, = 2x]

14.10. x} +26x; +10x,x,
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Kvadratik formani qanday aniqlanganligini toping:
1411, —x/+2xx-4x,°
14.12. x12+15x22+4x1x2-2x1x3+6x2x3
1413, 12xp00-12x pes+6xx3-1 1x /-6, 6x5
14.14. x12+4x22+4x32+8x42+8x2x4
Kvadratik formani kanonik ko’rinishga keltiring:
14.15. 3x22+3x32+4x1x2+4x1x3—2x2x3
14.16. 7x12+ 7x22+ 7x32+2x1x2+2x1x3-2x2x3
14.17. xpx+txx3+Hxx3

14.18. 1 7XJ2+]4)C22+14X32-4XJ)C2-4)C]X3-8X2)63
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15. TEKISLIKDAGI TO’G’RI CHIZIQ TENGLAMALARI.
TO’G’RI CHIZIQ NORMAL TENGLAMASI. NUQTADAN
CHIZIQQACHA BO’LGAN MASOFA

1°. Tekislikdagi A(x,;y,) va B(x,;y,) nuqtalar orasidagi masofa:

D=(r,=%)" + (v, =)’ (1)
2°. Tenglikda yo 'naltirilgan kesmaning yoki boshi A(x,;y,) va oxiri B(x,;y,)
bo’lgan 4B vektorning koordinata o’qlaridagi proyektsiyalari:
Pry AB=X=x,-x,, Pr,AB=V=y,-y, ()
3°. Kesmani berilgan nisbatta bo’lish: A(x,;y,) va B(x,;y,) nuqtalar berilgan
AB kesmani AN:NB=A  nisbatda bo’luvchi N(x;y) nuqtaning

koordinatalari ushbu:

x:x1+ﬂx2 :y1+ﬂ,y]

3
1+4 1+ 1 (3)

formulalar bilan aniqlanadi. Xususiy holda kesmani teng ikkiga, ya’ni

A=1:1=1 nisbatda bo’lganda

I 4)
4° Uchlari A(x,;y,), B(x,;v,), Ckx,; y,), ... F(,6 y,) nuqtalardabo’lgan
ko pburchak yuzi:
SZil{xl S PR U y”} (5)
20 >af X5 ys X»
ga teng.

5°. To’g’ri chizigning burchak koeffitsientli tenglamasi:
y=hkx+b (6)
k parametr to’g’ri chizigning Ox o0’qqa og’ish burchagi o ning tangensiga
teng bo'lib (k=fga ), to’g’ri chizigning burchak koeffitsenti, ba’zan qiyaligi
deyiladi. b parametr boshlang’ich ordinata yoki Oy 0’q ajratgan kesma kattaligi

6°. To g ri chizigning umumiy tenglamasi:

Ax+By+C=0 (A% +B* #0) (7)
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Xususiy hollar:

a) C=0 bo’lsa, y= -%x to’g’ri chiziq koordinatalar boshidan o’tadi;
b) B=0 bo’lsa, x= -%=a to’g’ri chiziq 0x 0’qqa parallel bo’ladi;

c) A=0bo’lsa, y= —%=b to’g’ri chiziq Oy 0’qqa parallel bo’ladi;

d) B=C=0 bo’lsa, Ax=0 yoki x=0 - to’g’ri chiziq 0y o’qdan iborat;

e) A=C=0 bo’lsa, By=0 yoki y=0 -to’g’ri chiziq 0x o’qdan o’tadi.
7°. To g ri chizigning o qlardan ajratgan kesmalari bo yicha tenlamasi:

L g | 8
Tty (&)

Bu yerda a va b - to’g’ri chizigning o’qlardan kesgan kesmalarining kattaliklari.

AY
h\ b

»
»

0 a X

8. To g ri chizigning vektor parametrli tenglamasi:

MM =ts 9)
Bu yerda M(x;y) to’g’ri chiziqning ixtiyoriy nuqtasi MM (x-x,; y-y,) vektor
va s(m;n) yo’naltiruvchi vektori o’zaro kollinear, t-ixtiyoriy haqiqiy son yoki
parametr.

9°. (9) tenglamani koordinatalarda

{x —X, =tm ( 1 0)
Y=Y, =In
ifodalab, to’g ri chizigning parametrli tenglamasini hosil qilish mumkin.

10°. (10) tenglamalarda ¢ parametr yo’qotilsa, to’g’ri chizigning kanonik teglamasi

hosil bo’ladi:
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X=X V=V 11
- . (11)

11°. Agar ‘5‘ =P (P>0), v=%=(Cosa, Cos 3) a normal radius vektorninig

birlik vektori bo’lib, to’g’ri chizigning ixtiyoriy M(x,y) nuqtasining mos radius
vektori r(x;y) bo’lsa, u holda r radius vektorning a yoki v vektordagi sonli
proyektsiyasi P ga teng:

Prr=P, yoki [|Prr=P, yoki (rv)=P (Px0) (12)
Bu tenglama to’g’ri chiziqning vektor ko rinishdagi tenglamasi deyiladi.
(12) tenglama koordinatalarda

xCosa +yCos p=P yoki xCosa +ySina=P (P>0) (13)
ko’rinishni oladi. Bunda - a« yoki v vektorning Ox o’qining musbat
yo’nalishi bilan hosil qilgan burchak kattaligi. (13) shakldagi tenglama to’g’ri
chiziqning normal tenglamasi deyiladi.

12°. (7) shakldagi tenlamadan (13) shakldagi tenglamaga o’tish uchun umumiy

ko’rinishdagi tenglama normallovchi ko’paytuvchi deb

113

ataladigan =+ songa ko’paytiriladi, bunda “+” yoki ishoradan C

1
Nava
ozod had ishorasining qarama—qarshisi tanlanadi, aks holda P= - C=>0
munosabat bajarilmaydi.
Masala: 3x+4y-8=0 tenglamani normal ko’rinishga keltiring .
Berilgan umumiy shakldagi tenglama uchun normallovchi ko’paytuvchi

1
INCFVEEEE
Tenglamani, y:% ga ko’paytiramiz, natijada to’g’ri chiziq tenglamasi quyidagi

ko’rinishda normal holga keltiriladi:

3 .4 _8
2e+2,=2
5 Sy 5

13°. y=k;x+b,; to’g’ri chizigdan y=kx+b, to’g’ri chiziqqacha soat strelkasiga qarshi

yo’nalishda hisoblanuvchi ¢ burchak

67



k, —k
top=—2""_ 14
g ok, (14)

formula bilan aniglanadi.

14°. Ax+By+C;=0 va A,x+B,y+C,=0 tenglamalar bilan berilgan to’g’ri

chiziglar uchun (14) formula quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi:

AB,—-A,B
fop =122 " Db 15
& A A, + BB, (15)
yoki Cosg = nom,) _ - AlAz +BIBZZ - (16)
|n1|'|”lz| \/Al + B, o\/A2 + B,
15°. To’g’ri chizigning parallellik sharti:
. A B
k, =k ki “L=—L 17
e yoka - Sh=g (17)
16°. To’g’ri chiziqning perpendikulyarlik sharti:
k ,ek,=-1 yoki A,A4,+B,B,=0 (18)

17°. Berilgan A(x;;y;) nuqtadan o’tuvchi to’g’ri chiziglar dastasining tenglamasi:

y-yi=k(x-x;) (19)
18°. Berilgan ikki A(x,;y,) va  B(x,;y,) nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri chizig

tenglamasi: 2= =1 (20)
Vo= Xp—X

19°. Parallel bo’lmagan ikki A4,x+B,y+C,=0 va Ax+By+C,=0 to’gri

chiziqning kesishish nugtasini topish uchun ularning tenglamalarini birgalikda

yechish bilan
_Cl Bl Al _Cl
-C, B A, -C
=l =l T 1)
Al BI Al Bl
Az Bz Az Bz

ni hosil gilamiz.

20°. (x,;y,) nuqtadan to’g’ri chiziggacha bo’lgan d  masofani topish uchun
to’g’ri  chizig normal tenglamasining chap tomonidagi o’zgaruvchi
koordinatalar o’rniga (x,,y,) koordinatalarni qo’yib, hosil bo’lgan sonning

absolyut qiymatini olamiz, ya’ni
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d=|x, cos B+ y,sin B—P| (22)

J= |Ax0 + By, + C|

21°. Ax+By+C=0 va Ax+By+C =0 to’g’ri chiziglar orasidagi burchaklar

yoki (23)

bissektrissalarining tenglamalari:

Ax+By+C_+Alx+Bly+C1
NAL+B 42+ B}

22°. Berilgan ikki to’g’ri chizigning kesishish nuqtasidan o’tuvchi to’g’ri chiziqlar

(24)

dastasining tenglamasi:

a(Ax+By+C)+ p(4,x+B,y+C,)=0 (25)
a=1  deb olish mumkin, u holda biz (25) dastadan berilgan to’g’ri
chiziglardan ikkinchisini yo’qatgan bo’lamiz, ya’ni u vaqtda (25) dan ikkinchi

to’g’r1 chizigning tenglamasini hosil gila olmaymiz.

Mustaqil yechish uchun misollar:

5.1, +2V5 =245
T4 2

=0 to’g’ri chiziq berilgan. To g'ri chizigning

a) umumiy tenglamasi,
b) burchak koeffitsientli tenglamasi,
c) kesmalarga nisbatan tenglamasini yozing.

15.2. 4x+3y-36=0 to’g’ri chiziq, koordinata o’qlari bilan hosil qilgan
uchburchakning yuzini toping.

15.3. To’g’r1 chiziq koordinata o’qlaridan teng kesmalar ajratadi. Agar to’g’ri chiziq
koordinata o’qlari bilan hosil gilgan uchburchak yuzi 8 kv.birl. bo’lsa, to’g’ri
chiziq tenglamasini yozing.

15.4. A(2;5) nuqtadan o’tuvchi va ordinata o’qida b=7 kesma ajratuvchi to’g’ri
chiziq tenglamasini yozing.

15.5. Agar to’g’ri chiziq koordinata o’qlaridan teng kesmalar ajratsa va to’g’ri
chiziqni koordinata o’qlari orasidagi kesmasi 542 ga teng bo’lsa, to’g’ri

chiziq tenglamasini yozing.
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15.6. y=-2, y=4 to’g’ri chiziglar 3x-4y-5=0 to’g’ri chizigni A va B
nuqtalarda kesib o’tadi. 4B vektorni uzunligi va uni koordinata o’qlaridagi
proyektsiyalarini toping.

15.7. To’g’1 chiziqlar orasidagi burchakni toping:

y=2x-3 B _ _
1 { 1 %) {Sx y+7=0 3) {Zx—i-y 0

y=5x+l 2x-3y+1=0 y=3x-4

15.8. 3x-2y+7=0, 6x-4y-9=0, 6x+4y-5=0, 2x+3y-6=0 to’g’ri chiziqlar
orasidan parallel va perpendikulyar to’g’ri chiziglarni aniqlang.

15.9. A(2,3) nuqtadan o’tuvchi to’g’ri chiziglar dastasini yozing. Bu dastadan Ox
o’qi bilan 1) 45°, 2)60°, 3)135°, 4)0° burchaklar tashkil etuvchi to’g’ri
chiziqgni toping.

15.10. A4(-2;5) nuqtava 2x-y=0 to’g’ri chizigni yasang. 4 nuqtadan o’tuvchi va
1) berilgan to’g’ri chiziqqa parallel
2) berilgan to’g’ri chiziqqa perpendikulyar to’g’ri chiziq tenglamasini yozing.

15.11. 2x-5y-10=0 to’g’ri chiziqni koordinata o’qlari bilan kesishish nuqtalariga
perpendikulyar qo’yilgan. Ularning tenglamasini yozing.

15.12. A(-1;3) va B(4;-2) nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri chiziq tenglamasini yozing.

15.13. Uchlari A(-2;0), B(4;-2) va C(4;2) bo’lgan uchburchakka BD balandlik
va BE mediana o’tkazilgan. AC tomon, BE mediana va BD balandlik
tenglamalarini yozing.

15.14. Uchburchak tomonlari quyidagi tenglamalar bilan berilgan:
x+3y=0, x=3, x-2y+3=0. Uchburchakni burchaklari va uchlarini toping.

15.15. Kvadrat tomonlaridan birining tenglamasi x+3y-7=0 va diogonallari
kesishgan nuqta  P(0;-1)  berilgan. Kvadratning qolgan uchta tomon
tenglamalarini yozing.

15.16. Romb tomonlaridan birining tenglamasi Sx+2y-9=0. Agar romb
diogonallari O(0,;0) da kesishgan bo’lib, ulardan birining tenglamasi y=2x

bo’lsa, pombning qolgan uchta tomon tenglamasini yozing.
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15.17. Uchburchak tomonlarining o’rtasi berilgan P(1;2) - AB tomonining o’rtasi,
R(-4;3) - BC tomonining o’rtasi, ((5;-1) - AC tomonining o’rtasi, CF
balandlik va 4R mediana kesishgan nuqta topilsin.

15.18. Rombning ikki garama-qarshi uchlarining koordinatalari berilgan, A(1;-4)
C(-1;3). Romb diogonallarining tenglamasini yozing.

15.19. Agar A(-5;5) va B(3;1) uchburchakning uchlari, D(2;5) esa balandliklari
kesishgan nuqta bo’lsa, uchburchak tomonlarining tenglamasini yozing.

15.20. 2x+2y-5=0 to’g’ri chizig Ox o0’qining musbat yo’nalishi bilan ganday
burchak hosil giladi?

15.21. Oy o’qidan b=1 birlikka teng kesma ajratuvchi Ox o’qining musbat

yo’nalishi bilan a=277r burchak hosil qiluvchi to’g’ri chiziq tenglamasini

yozing.

15.22. Koordinata boshidan va  A4(-2;-3) nuqtadan o’tuvchi to’g’ri chiziq
tenglamasini yozing.

15.23. M(-3;-4) nuqtadan o’tuvchi koordinata o’qlariga parallel to’g’ri chiziqlar
tenglamasini yozing.

15.24. O(0;0) va A(-3;0) nugqtalar berilgan OA4 kesmada parallelogramm yasalgan,
uning diogonallari B(0;2) nuqtada kesishadi. Parallelogramm tomonlari va
diogonallari tenglamasini yozing.

15.25. Tomonlari 8 sm va 2 sm bo’lgan teng yonli trapetsiyaning o’tkir burchagi
45°, Trapetsiyaning katta asosi Ox o’qida yotsa, Oy 0’qi esa trapetsiyaning
simmetriya 0’qi bo’lsa, trapetsiyaning tomonlari tenglamasini yozing.

15.26. Agar to’g’ri chiziq koordinata o’qlari bilan hosil qilgan uchburchak yuzi 6
kv.b. bo’lsa va to’g’ri chiziq (-4;6) nuqgtadan o’tsa, uning tenglamasini yozing.

15.27. To’g’ri chiziqglar orasidagi burchakni toping:

3x+2y =0 b 3x-4y=0
6x+4y+9=0 8x+6y=11

15.28. Uchlari A4(-2;0), B(2;4) va (C(4;0) bo’lgan uchburchak berilgan.
Uchburchak tomonlari, AE medianasi, BD balandlik tenglamalarini, AFE
mediana uzunligini toping.
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15.29. Tomonlari x+y=4, 3x-y=0, x-3y-8=0  tenglamalar bilan berilgan
uchburchakni burchaklari, uchlari va uchburchakni yuzini toping.

15.30. Koordinatalar boshidan 2x+y=a to’g’ri chiziq bilan teng yonli uchburchak
hosil qiluvchi ikki o’zaro perpendikulyar to’g’ri chiziq o’tkazilgan. Shu

uchburchakning yuzini toping.
Ko’rsatma: 2x+y=3 bilan y=kx va y=-% to’g’ri chiziglarning kesishgan

nuqtalari M va N ning koordinatalarini topgandan so’ng OM=ON
tenglikdan k ni topish kerak.

15.31. Uchburchak 4B tomonining tenglamasi x-3y+3=0 va AC tomonining
tenglamasi x+3y+3=0 hamda AD balandligining asosi D(-1;3) berilgan
bo’lsa, uchburchakning ikki burchaklari topilsin.

15.32. Romb ikki tomonining tenglamalari x+2y=4 va x+2y=I0 hamda
diogonallaridan birining tenglamasi y=x+2 ma’lum bo’lsa, romb uchlarining

koordinatalari hisoblansin.
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16. IKKINCHI TARTIBLI EGRI CHIZIQLAR

1°. Markazi koordinata boshida, radiusi R bo’lgan aylana tenglamasi(1-rasm):

x’+y' =R’ (1) A
(n.
NIDZ

I- rasm.
2°. Markazi (a;b) nugtada, radiusi R bo’lgan aylana tenglamasi (2-rasm):
(x—a)’ +(y=b)* =R’ @2 %ty
b -—
a %
2-rasm.

3°. Ellips (3-rasm):

Ya
_ M
KTN .
\E]\_/Fz/

X

3-rasm.
Fokus deb ataluvchi F(-c;0) va F(c,;0) nuqtalardan |F;M|+|F,M|=2a masofaga teng
ixtiyorty M(x,;y) nuqtalar to’plami ellips deyeladi. F;M va F,M kesmalar fokal

radiuslar deyiladi, hamda
|FiM|=/(x+c)” +y°

[FoM|=y(x=0) +y*  (3)

ga teng. Ellipsning kanonik tenglamasi:
2 2

% + z_z =1 (4)
bunda b=+a’-c*. Ellipsning kichik yarim o’qi b, katta yarim o’qi a. Markazi esa
0(0,;0) — koordinata boshi. Ellipsning uchlari (-a;0), (a;0), (0;-b), (0,;b). Ellipsning
simmetriya markazi O(0,;0), simmetriya o’qlari Ox, Oy o’qlar. Ellipsning

ekstsentrisiteti ¢ =< <1 ga aytiladi.
a

4°. Giperbola (4-rasm):

’
.
’
.,
.
.,
.



4-rasm.

Fokuslar F(-c;0) va F(c,;0) gacha bo’lgan masofalar ayirmasi.
HFIM| _|F2M” =2a
ga teng ixtiyoriy M(x,y) nuqtalar to’plamiga giperbola deyiladi.
Kanonik tenglamasi:
2
X
. )
bunda b=+c*-a’. Hagqiqiy uchlari: A;(-a;0), Ax(a;0); mavhum uchlari:B;(0;-b),

B,(0;b). Giperbolaning asimtotalari: y = b, (I va III choraklardan o’tadi) va
a

y= —éx (IT va IV choraklardan o’tadi).
a

Yarim o’qlari teng, ya’ni a=5b giperbolaga teng tomonli giperbola deyiladi
(5-rasm) va x* —y* = a’ ko’rinishida ifodalanadi.

Ekstrisentrisiteti: ¢=S>1
a

5-rasm.

5°. Parabola (6-rasm):  Fokusi F(%;o) dan va direktrisasi x:—g to’g’ri

chizig’igacha teng masofada yotuvchi ixtiyoriy M(x,y) nuqtalar to’plamiga parabola
deyiladi. Parabolaning kanonik tenglamasi:

y?=2px (6)

v
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6-rasm.

Parabolaning uchi koordinata boshi O(0;0). Fokusdan direktrisa to’g’ri
chizig’igacha bo’lgan masofa p ga teng.

Mustagqil yechish uchun misollar:

16.1. A(-4,;6) nuqta berilgan. Diametri O4 kesma bo’lgan aylana tenglamasini tuzing.

16.2. A(-6,0) nuqtadan o’tuvchi va Oy 0’qiga koordinatalar boshida urinuvchi aylana
tenglamasini tuzing.

16.3. x’+y’+4x-6y=0 aylananing Oy 0’qi bilan kesishgan nuqtalariga o’tkazilgan
radiuslari orasidagi burchak topilsin.

16.4. 4 (-1;3), B (0;2) va C (1;-1) nuqtalardan o’tuvchi aylana tenglamasi yozilsin.
Ko'rsatma:  Izlanayotgan  aylananing  tenglamasini  x*-+y’+mx+ny+p=0
ko'rinishida yozib, undagi x va y lar o'rniga berilgan har bir nuqtaning
koordinatalarini qo'ygandan so'ng m, n va p larni topish kerak.

16.5. A(4;4) nuqtadan va x’+)y’+4x-4y=0 aylana bilan y=-x to’g’ri chiziqning
kesishgan nuqtalaridan o’tuvchi aylana tenglamasi yozilsin.

Ellips.
16.6. Katta 0’qi 8 va kichik 0’qi 6 bo’lgan ellipsning tenglamasini tuzing. Ellips
2 2
tenglamasi %-ﬁ-z—z =1 dan masalani shartiga ko’ra topamiz. 2a=§, 2b=6, ya’ni
2 2
a=4, b=3. Bularni ellips tenglamasiga qo’yamiz. )16—6 + y? =1

16.7. 4x’+ 9y°=36 ellips tenglamasidan uning o’qlari, fokuslari va ekstsentrisitetini
toping.
4+ 9y°=36

2
Tenglamani ikkala tomonini 36 ga bo'lamiz. %Jr =1  a’=9; a=+3; b’=4;

b=+2: ’=d’-b’ dan ’=9-4=5: c=+.5; &=
Demak, 2a=6, 2b=4;
F,(J5,0); F>(-5,0); g=§<1

16.8. Katta yarim 0’qi a=5 va ¢ parametri
1)4.8; 2)4; 3)3; 4)14; 50
Berilgan ellipsni kanonik tenglamasini yozing. Har bir ellipsni chizing va
ularning ekstsentrisitetini toping.

16.9. Yer fokuslaridan birida Quyosh joylashgan ellips bo'yicha harakat qiladi.
Quyoshdan Yergacha bo’lgan eng kichik masofa taxminan 147.5 million km ga,
eng katta masofa 152.5 million km ga teng bo’lsa, Yer orbitasining katta yarim
0’q1 va ekstsentrisiteti topilsin.

w‘&l ~ |‘<N
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16.10. Ekstsentrisiteti g=% bo’lgan va M = (-4;4/21) nuqgtadan o’tuvchi ellips

tenglamasini yozing va M nuqtaning fokal radius-vektorlarini toping.

16.11. Koordinata o’qlariga nisbatan simmetrik bo’lgan ellips M (2;+/3) va B (0;2)
nuqtalaridan o’tadi. Uning tenglamasi yozilsin va M nuqtadan fokuslarigacha
bo’lagan masofa topilsin.

16.12. 9x’+ 25)°=225 ellipsda shunday M (x;») nuqta topilsinki, undan o’ng
fokusgacha bo’lgan masofa chap fokusgacha bo’lgan masofadan 4 marta katta
bo’lsin.

16.13. Agar ellipsning fokuslari orasidagi masofa uning katta va kichik yarim
o’glarining uchlari orasidagi masofaga teng bo’lsa, uning ekstsentrisiteti topilsin.
Giperbola.

16.14. Fokuslari orasidagi masofa 2+/11 bo’lib, 0’zi (9;-4) nuqtadan o’tgan giperbola
tenglamasini tuzing.

Shartga asosan 2c=2+/11, bundan c=+11 . Giperbola (9;-4) nuqtadan o'tganligi
uchun bu nuqta giperbola tenglamasini qanoatlantiradi, ya’ni

92 (_4)2
PR

81b*-16a’=a’h’

a’+b’=c’=11 buni ellips tenglamasiga qo'yamiz.
81b°-16(11-b°)=(11-b°)b’

b*-86b°-176=0

bi=2; b,=-83
a’=11-b"=9

2 2
Demak, giperbola tenglamasi quyidagicha bo'ladi: % — y? =1

16.15. 16x’-2y°=400 giperbola tenglamasi berilgan. Uning o’qlari, fokuslari,
ekstsentrisitetini toping va asimptotasinining tenglamasini tuzing.

16.16. Giperbolaning ekstsentrisiteti ~2 ga teng va M (2a; a~/3) nuqtadan o’tadi.
Giperbolani sodda teglamasini tuzing.

16.17. Giperbolani fokuslari F,(-/7;0) va F, (/7 ;0) nuqtalarda joylashgan. Agar

Giperbola A4(2;0) nuqtadan o’tsa, uning asimptotalari tenglamasini tuzing.
2 2

16.18. z—z - ;;—2 =1 giperbolaning fokusidan asimptotalarigacha bo’lgan masofalar va

asimptotalari orasidagi burchak topilsin.

16.19. Biror uchidan fokuslarigacha bo’lgan masofalari 9 va 1 ga teng bo’lgan
giperbolaning kanonik tenglamasi yozilsin.

16.20. M (6;%\/5 j nuqtadan o’tuvchi, koordinata o’qlariga nisbatan simmetrik bo’lgan

giperbolaning haqiqily yarim o’qi a=4. Giperbolaning chap fokusidan
asimptotalariga tushirilgan perpendikulyarning tenglamalari yozilsin.
Parabola.
16.21. Parabola (3;5) nuqtadan o’tadi. Uning kanonik tenglamasini yozing.
Parabola (3;5) nugtadan o’tganligi uchun tenglamasini qanoatlantiradi.
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y =2px x=3 y=3

25=2-p-3 25=6p p:%
2 25 2 25 . . .
Demak, y?=2. ¥ =g parabolaning kanonik tenglamasi.

16.22. 1) (0;0) va (1;-3) nuqtalardan o’tuvchi va Ox 0’qqga nisbatan simmetrik;
2) (0;0) va (2;-4) nugtalardan o’tuvchi va Oy 0’qqga nisbatan simmetrik bo’lgan
parabola tenglamasi yozilsin.

16.23. Agar parabola x=y to’g’ri chiziq va x’>+6x+)°=0 aylananing kesishish
nuqtalaridan o’tsa, uning tenglamasi va direktrisasini yozing.

16.24. y* = 6x parabolada fokal radius vektor 4.5 ga teng bo’lgan nuqtani toping.

16.25. A(-1,3), B(0;2) va C(1,-1) nuqtalardan o’tuvchi aylana tenglamasini yozing.

16.26. Ellips M(2+3;J6) va A(6;0) nutalardan o’tadi. Uning tenglamasini,
ekstsentrisiteti va M nuqtadan fokuslargacha bo’lgan masofani yozing.

16.27. x’+4y°=4 ellipsning, markazi shu ellipsning “yuqori” uchida bo’lgan va uning
fokuslaridan o’tuvchi aylana bilan umumiy nuqtalari topilsin.

16.28. y’=a’+x’ giperbola fokuslari koordinatalarini va asimptotalari orasidagi
burchakni toping.

2 2

16.29. Uchlari )26—5+y?=1 ellipsning fokuslarida, fokuslari esa uning uchlarida

bo’lgan giperbola tenglamasini yozing.

16.30. 1) (0;0) va (-1;2) nuqgtalardan o’tuvchi va Ox o’qiga simmetrik.
2) (0;0) va (2;4) nuqtalardan o’tuvchi va Oy o’qiga simmetrik bo’lgan parabola
tenglamasini yozing.

16.31. Markazi y° = 2px parabolaning fokusida bo’lib, parabola direktrisasiga
urinuvchi aylana tenglamasi yozilsin. Parabola va aylananing kesishgan nuqtalari
topilsin.
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17. FAZODA TEKISLIK TENGLAMALARI
1°. Uch o’lchovli Oxyz koordinatalar sistemasida berilgan tekislik tenglamasi:
Ax+By+Cz+D=0  (4*+B>+C* #0) (1)
N (A;B,;C) tekislikka perpendikulyar bo’lgan normal vector deyiladi.
2°. M.(x;;y,;z,) nuqtadan o’tuvchi va N(4;B;C) vektorga perpendikulyar tekislik
tenglamasi:

Ax—x)+B(y-y)+C(z—z)=0 (2)

(98
o

. Ax+By+Cz+D=0 tenglamaning maxsus hollari:

1) D=0 bo’lganda, Ax+By+Cz=0 tekislik koordinatalar boshidan o’tadji;
2) C=0bo’lgan, Ax+By+=D=0 tekislik Oz o’qiga parallel;

3) C=D=0bo’lganda, Ax+By=0 tekislik Oz o’qidan o’tadi;

4) B=C=0bo’lganda, Ax+D=0 tekislik yOz tekislikka parallel;

5) Koordinata tekisliklarining tenglamalari: x=0, y=0 va z=0.

4°. Tekislikning koordinata o’qlaridan ajratgan kesmalar bo’yicha tenglamasi:

Tiriio 3)
a b c
5°. Ikki tekislik orasidagi burchak:
Cosal = AA, + BB, + CC, _+(N0N1) 4)

+ =t
NA? +B* +C? o\/A12+Bl2+C12 ‘N

formuladan topiladi, bunda N va N, mos ravishda Ax+By+Cz+D=0 va

N

Ax+By+Cz+D, =0 tekisliklarga normal vektorlari.

Parallellik sharti: L=5 _C (5)
Al Bl Cl
Perpendikulyarlik sharti: A4, + BB, +CC, =0 (6)

6".  M,(x,;v0:z,) nuqtadan o’tuvchi Ax+By+Cz+D=0 tekislikkacha bo’lgan

masofa d - |Ax0 + By, +Cz, +D|
NA* + B +C?

7°.  Berilgan ikki tekislikning kesishgan chizig’idan o’tuvchi barcha tekisliklar

(7)

dastasining tenglamasi quyidagicha yoziladi:
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a(Ax+By+Cz+ D)+ f(Ax+By+C,z+D)=0 (8)
8°. Bir to’g’ri chiziqda yotmaydigan uchta (x;;v:;z,),  (%,:¥,;2,) VA (x35:23)
nuqtadan o’tuvchi tekislik tenglamalari:

X=X Y= zZ—Zz
Xy=X; Y=Y Z,—2;|=0 (9)

Xy =X V3=V 23— 2

Mustagqil yechish uchun misollar:
17.1. M,(0;-1;3) va M,(1;3;5) nuqtalar berilgan, M; nuqtadan o’tuvchi va
N=M M, vektorga perpendikulyar tekislik tenglamasi yozilsin.
17.2.  M(a;a;0) nuqtadan o’tuvchi va OM  vektorga perpendikulyar tekislik

tenglamasi yozilsin.
17.3. A(a;—%;a) va B(O;%;O) nuqtadan teng uzoqlikda bo’lgan nuqtalar geometrik

o’rnining tenglamasi yozilsin.

17.4. M(0;1;3) va M,(2;4;5) nuqtalardan o’tuvchi va Ox o’qqga parallel tekislik
tenglamasi yozilsin.

17.5. Ox o’qdan va M(0;-2;3) nuqtadan o’tuvchi tekislik tenglamasi yozilsin.

17.6. Oz o’qdan va M(2;-4;3) nuqtadan o’tuvchi tekislik tenglamasi yozilsin.

17.7. Oy o’qqa parallel, Ox va Oz o’qlardan a va c¢ kesmalar ajratuvchi tekislik
tenglamasi yozilsin.

17.8. M(2;-1;3) nuqtadan o’tuvchi va koordinata o’qlaridan teng kesmalar ajratuvchi
tekislik tenglamasi yozilsin.

17.9. M(-4;0;4) nuqgtadan o’tuvchi va Ox va Oy o’qlaridan a=4 va b=3 kesmalar
ajratuvchi tekislikning tenglamasi yozilsin.

17.10. 1) x-2y+2z-8=0 va x+z-6=0
2) x+2z-6=0 va x+2y-4=0
tekisliklar orasidagi burchak topilsin.

17.11. (2;2;-2) nuqtadan o’tuvchi va x-2y-3z=0 tekislikka parallel tekislik topilsin.
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17.12.  (-1;-1;2) nuqtadan o’tuvchi va x-2y+z-4=0 hamda x+2y-2z+4=0
tekisliklarga perpendikulyar tekislikning tenglamasi yozilsin.

17.13. M(-1;2;3) nuqtadan OM ga perpendikulyar tekislik tenglamasi yozilsin.

17.14. Oy o’qdan va (4;0;3) nuqtadan o’tuvchi tekislikning tenglamasi yozilsin.

17.15. Oz o’qqga parallel hamda M;(2;2;0) va M»(4;0;0) nuqtalardan o’tuvchi
tekislikning tenglamasi yozilsin.

17.16. M(1;-3;5) nuqtadan o’tuvchi va Oy va Oz o’qlardan Ox o’qdagidan ko’ra
ikki marta katta kesma ajratuvchi tekislik tenglamasi yozilsin.

17.17. (0;0;a) nuqgtadan o’tuvchi va x-y-z=0 hamda 2y=x tekisliklarga
perpendikulyar tekislikning tenglamasi yozilsin.

17.18. M(-1;-2;0) va M5(1;1;2) nuqtalardan o’tuvchi hamda x+2y+2z-4=0
tekislikka perpendikulyar tekislikning tenglamasi yozilsin.

17.19. M(1;-1;2), My(2;1;2) va M;(1;1;4) nuqgtalardan o’tuvchi tekislikning
tenglamasi yozilsin.

17.20. Oz o’qdan 2x+y-+5z=0 tekislik bilan 60° burchak tashkil etuvchi
tekislik tenglamasi tuzilsin.

17.21. (5;1;-1) nuqtadan x-2y-2z+4=0 tekislikkacha bo'lgan masofa topilsin.

17.22. (4;3;0) nuqtadan M;(1;3;0), M,(4;-1;2) va M3(3;0;1) nuqtalardan o’tuvchi
tekislikkacha bo’lgan masofa topilsin.

17.23. 4x+3y-5z-8=0 va 4x+3y-5z+12=0 parallel tekisliklar orasidagi masofa
topilsin. Ko rsatma. Birinchi tekislikda ihtiyoriy, masalan (2;0,0) nuqta olib,
undan ikkinchi tekislikkacha bo’lgan masofa topilsin.

17.24. 2x-y+3z-9=0; x+2y+2z-3=0; 3x+y-4z+6=0 tekisliklarning kesishgan nuqtasi
topilsin.

17.25. (2;-1;1) nuqtadan o’tuvchi va 3x+2y-z+4=0 va x+ty+z-3=0 tekisliklarga

perpendikulyar tekislikning tenglamasi yozilsin.
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18. FAZODA TO’G’RI CHIZIQ TENGLAMASI

A(a;b;c) nuqtadan o’tuvchi va P(m;n;p) vektorga parallel bo’lgan to’g’ri
chiziq tenglamalari.  N(x;y;z)-to’g’r1 chizigning ixtiyoriy nugqtasi bo’lsin

x—a:y—bzz—c 1
P, (D)

Bu tenglamalar to’g’ri chiziqning kanonik tenglamalari deyiladi. P(m;n;p)
vektor to’g’ri chizigning yo’naltiruvchi vektori deyiladi.
(1) tenglamadagi har bir nisbatni ¢ parametrga tenglab, to’g’ri chizigning

x=mt+a
y=nt+b (2)
z=pt+c

ko’rinishdagi parametric tenglamalariga ega bo’lamiz.

. Ikki nuqta (x;;y,;z,) va (x,;y,;z,) dan o’tuvchito’g’ri chiziq tenglamalari:
X=X _V=n»h _ 274 (3)
Xp =X V=V 27 %
. To’g’r1 chiziqning umumiy tenglamalari:
Ax+ By+ Cz+ D=0 )
Ax+By+Cz+D =0
. Ikki to’g 'ri chizig orasidagi burchak
Cosp = mem, +nen, +pep, (5)

2 2 2
\/m2 +n’+p’ 0\/m1 +n,° +p,

x—a y-b z-

to’g’ri chiziq bilan Ax+By+Cz+D=0 tekislik orasidagi

m n p
burchak
) Am+ Bn+Cp
Sing = (6)
\/A2 +B*+C? o\/m2 +n’+p°
Parallellik sharti: Am+Bn+Cp=0 (7)
Perpendikulyarlik sharti: 4_8_¢C (8)
m n p

Tekislik bilan to’g’ri chizigning kesishgan nuqtasi (2) ko’rinishidagi to’g’ri
chizigning parametrik tenglamalari tekislikning Ax+By+Cz+D=0
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tenglamasidagi x, y, z larning ¢ ga nisbatan yozilgan giymatlarini qo’yamiz.
Hosil bo’lgan tenglamadan ¢, ni, so’ngra kesishgan nuqta koordinatalari x,, yy,
Zy ni topamiz.

8%, Ikki to g ri chizigning bir tekislikda yotish sharti:

a—a, b—b, c—c,
m n p [=0 9)

m, n, py

Mustagqil yechish uchun misollar:

18.1. x=4, y=3 to’g’ri chiziq yasalsin va uning yo’naltiruvchi vektori topilsin.

18.2. 1){?3 2) {yzz 3){“4

z=x+1 z=y
To’g’ri chiziglar yasalsin va ularning yo’naltiruvchi vektorlari aniglansin.
18.3. A(-1; 2; 3) va B(2; 6, -2) nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri chiziq tenglamalari
yozilsin va uning yo’naltiruvchi kosinuslari topilsin.
18.4. A(2;-1; 3) va B(2; 3; 3) nuqtalardan o’tuvchi to’g’r1 tenglamalari yozilsin.
18.5. 1) (-2; 1; -1) nuqtadan o’tuvchi va P{l;-2;3} vektorga parallel bo’lgan;
2) A3, -1; 4) va B(I; I; 2) nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri chizigning
tenglamalari yozilsin.
18.6. y=3x-1, 2z=-3x+2 to’g’ri chiziq bilan 2x+y+z-4=0 tekislik orasidagi
burchak topilsin.

18.7. x;rl =7 +11 = 23_1 to’g’ri chiziq 2x+y-z=0 tekislikka parallel ekanligi,

x+1 y+1 z+3

5 | to’g’ri chiziq esa shu tekislik ustida yotishi ko’rsatilsin.

18.8. (-1, 2; -3) nuqtadan o’tuvchi va x=2, y-z=I to’g’ri chiziqqa
perependikulyar tekislikning tenglamasi yozilsin.

18.9. x—2:y—3=z+1
1 2 3

to’g’ri chizigdan va (3, 4, 0) nuqtadan o’tuvchi

tekislikning tenglamasi yozilsin.
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x-1 _ y+1 z+2
2 2

18.10.

to’g’ri chizigdan o’tuvchi va 2x+3y-z=4 tekislikka

perpendikulyar tekislikning tenglamasi yozilsin.

18.11.  (a;, b; ¢) nuqtadan o’tuvchi va: 1) Oz o’qqa parallel; 2) Oz o‘qqa
perpendikulyar bo’lgan to’g’ri chiziq tenglamalari yozilsin.

18.12. x=2z-1; y=-2z+1 to’g’ri chiziq bilan (/; -1; -1) nuqta va koordinatalar
boshidan o’tuvchi to’g’ri chiziq orasidagi burchak topilsin.

18.13. (2, -3, 4) nuqtadan Oz o’qqa tushirilgan perpendikulyarning tenglamalari
yozilsin.

Ko’rsatma. Izlangan to’g ’vi chizig (0; 0; 4) nuqgtadan ham o ’tadi.

18.14. N(2; -3; 4) nuqtadan x;rl:y:;zzzs_l to’g’ri chiziqgacha bo’lgan

masofa topilsin.
Ko'rsatma. A(-1; -2; 1) - to’g ri chizigdagi nugta;, P{3;4;5} - to’g ri chizigning

ANPoZN‘ PoZﬂ
PedAN P

yo naltiruvchi vektori. U vaqtda d = AN sina =

2x+y+8z—-16=0

18.15. { to’g’ri chiziq tenglamalari:

x=2y—z+ 2=0

1) proektsiyalari bo’yicha; 2)kanonik ko’rinishda yozilsin. To’g’ri chizigning
koordinatalar tekisliklaridagi izlari topilsin, to’g’ri chiziq va uning
proektsiyalari yasalsin.

18.16. A(0; -4; 0) nuqtadan o’tuvchi va  P{1;2;3} vektorga parallel to’g’ri chiziq

tenglamalari yozilsin; to’g’ri chizigning xOz tekisligidagi izi topilsin.

18.17. x=3, z=5 to’g’ri chizigning yo’naltiruvchi vektori topilsin.

18.18. (2;-3; 4) nuqtadan Oy o0’qqa tushirilgan perpendikulyarning tenglamalari

yozilsin.
2x—y-7=0 3x—2y+8=0
18.19. 177 va {7
2x—z+5=0 z=3x

to’g’ri chiziqlar orasidagi burchak topilsin.
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1820, *73_ 2 Z;I va x; - yT‘l - parallel to’g’ri chiziglardan o’tuvchi

tekislikning tenglamasi yozilsin.
18.21. x=2t-1, y=t+2, z=I-t to’g’richizigning 3x-2y+z=3 tekislik bilan

kesishgan nugqtasi topilsin.

18.22. %:yT‘lzzzl t0’g’ri chizigning  x+2y+3z-29=0  tekislik bilan

kesishgan nugqtasi topilsin.

- z-2 _ _ _
1823. ¥7 ¢ va Y- 2_y-4_z-2
y=2z+1 3 1 1

to’g’ri chiziglarning kesishuvchi ekanligi ko’rsatilsin va ular yotgan

tekislikning tenglamasi yozilsin.

18.24. (2, I; 0) nuqtadan x=3z-1; y=2z to’g’ri chiziqqa tushirilgan

perpendikulyarning tenglamalari yozilsin.
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19. TO*‘PLAMLARGA DOIR MISOLLAR

n o‘lchovli haqiqiy arifmetik fazoda ikki M(x;x,;..x,) va N(y;;p,:...,)

nuqtalar orasidagi masofa:

d(M;N)= l_il(x,. ).

formula asosida hisoblanadi va quyidagi xossalarga bo‘ysinadi:

1) Harganday M va N nugqtalar uchun d( M;N)=d(N;M);,

2)  d(M;N)>0, yani agar M# N bo‘lsa , d(M;N)>0 va agar M=N bo Isa,
d(M,N) =0,

3) Har ganday M, N va K nuqtalar uchun wuchburchak tengsizligi deb
aytiluvchi d( M; N)<d( M;K )+ d(K; N) munosabatlar o‘rinli.

n o‘lchovli haqiqiy arifmetik fazoda M, (x,);x,;..;x,,) nuqgta va >0 son
berilgan bo‘lsin. R« fazoda Mo nuqtaning r atrofi deb, Mo markazdan r sondan kichik
masofada yotuvchi mumkin bo‘lgan barcha M(x:xz;......x) nuqtalar to‘plamiga
aytiladi va S/(Mo) yozuv bilan belgilanadi:

SHMo)={M(x1;x:.....x0)E R,|d (M;Mo)< 1}.

Rn fazoda n-o‘lchovli nuqtalarning biror-bir V' to‘plami berilgan bo‘lsin.V
to‘plamga tegishli har qanday M(xi,x2;......xn) nuqtaning har bir koordinatasi uchun

|x1|<4, |x2|=4, ... ... ,

xn|<A munosabatlarni ganoatlantiruvchi 4»0 son mavjud bo‘lsa,
V nuqtalar to‘plamiga Rn» fazoda chegaralangan to ‘plam deyiladi.

n o‘lchovli V' nugtalar to‘plamining ichki nugtasi deb, o‘zining biror-bir
atrofi bilan V to‘plamga tegishli nuqtaga aytiladi.

V' nugtalar to‘plamining chegaraviy  nugtasi deb, har qanday atrofi

to‘plamga tegishli va tegishli bo‘lmagan nuqtalardan iborat nuqtaga aytiladi. 1-rasm.

Com
C

I-rasmdagi M, nuqta V' to‘plamning ichki, M, nuqta esa chegaraviy nugqtasidir.
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V' nuqtalar to‘plamining barcha chegaraviy nugqtalari to’plamiga uning
chegarasi deyiladi.

n o‘lchovli V nugtalar to‘plamining quyuglashish nugtasi deb, har bir atrofi V'
to’plamning cheksiz ko‘p nuqtalarini o‘z ichiga oluvchi M,€V nuqtaga aytiladi.

Har bir n-o‘Ichovli quyuglashish nuqtasi o‘ziga tegishli nuqtalar to‘plamiga R,
fazoda yopiq to‘plam deyiladi. Har bir n o‘lchovli nuqtasi ichki nuqta bo‘ladigan
nugqtalar to‘plamiga esa R, da ochiq to‘plam deyiladi.

R, fazoda chegaralangan va yopiq n o‘lchovli nuqtalar to‘plamiga ixcham
(kompakt) nuqtalar to‘plami deyiladi.

R, fazoda [MN] kesma yoki M va N nugtalarning chizigli qavariq
kombinatsiyasi deb, quyidagi to‘plamga aytiladi:

[MN]={P € Rn| P=oM+(1-a)N, a€l0,11}.

Har ganday ikki M, va M, nuqtalari qaralmasin, ularni tutashtiruvchi [M,M,]
kesma ham ¥V to’plamga tegishli bo‘lsa, V' nuqtalar to‘plamiga R, fazoda gavariq
nugqtalar to‘plami deyiladi.

2-rasmda gavariq nuqtalar to‘plami, 3-rasmda qavariq bo‘lmagan nuqtalar

to‘plami tasvirlangan.

r

2-rasm 3-rasm
V' qavariqg to‘plamning chetki nugtasi deb, o‘zidan tashqgari to‘plam
nuqtalarining chiziqli qavariq kombinatsiyasi shaklida yoyilmaydigan yoki shuning
0°zi, uchlari to‘plamga tegishli biror-bir kesmaning o‘rta nuqtasi bo‘la olmaydigan

nuqtaga aytiladi.
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Mustaqil yechish uchun masqlar:

Quyidagi sohalar bilan chegaralangan to‘plamlar qavariq to‘plam bo‘ladimi?

19.1. 3x,+3x,=8 19.2. X +x,<2
6x, +6x, =17 X, +x,<2
2x,+5x, <20 -2x,+ x, <1

19.3. {5x,+6x, <30 19.4. X, —2x, 21
x20,x,20 x, 20, x,20

x{ +x3<6

19.5. 1, 19.6. x/+3x; <5

xl—gxz—i-lSO

Quyidagi to‘plamlar gavarigmi?

19.7. Markazsiz doira. Markazsiz shar.

19.8. Kesma va bu kesmada yotmaydigan nuqta.

19.9. R;- fazoda umumiy nuqtaga ega bo‘lgan 2 ta tetraedr.
19.10. R- fazoda umumiy tomonga ega bo‘lgan 2 ta uchburchak.

19.11. 19.12.

©
C

19.13. 19.14.

<
O

19.15.
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Quyida qavariq to‘plamlar berilgan. Harflar bilan berilgan nuqtalarning
qaysilari chetki, ichki va chegaraviy nuqta ekanligini aniqlang:

19.16.

A

19.17.

19.18.

v

Quyidagi sohalar bilan chegaralangan gavariq to‘plamlarni tekislikda

tasvirlang. To‘plamning chetki nuqtalarini toping:

e +3x. <6 X, +3x,<3
+ hS
19.19, | 770 19.20. 1x +2x,23
2x,+3x, 26
0<x <5
1921 3x, +4x, <12 19.22. 3x, +4x, <12
4.5x, +6x, 224 x,20,x,20
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20. SONLI KETMA-KETLIKLARNING LIMITI

Har bir » natural songa aniq bir x, haqiqiy sonni mos qo‘yuvchi qonun
berilgan bo‘lsa, R; haqiqiy sonlar o‘qida x;, x, ..., X, ..., yoki {x,} nugqtalar (sonlar)

ketma-ketligi berilgan deyiladi.

Masalan, har bir n natural songa x,= 3(nz+ D son mos qo‘yilgan bo‘lsa,
n
3; 2; 2; E; et 3(MH);
4 2n

sonlar ketma-ketligi berilganligini anglatadi.

a sonning har ganday oldindan tayinlangan € atrofi uchun {x,} sonli ketma-

ketlikning shunday bir N tartib ragamini ( € ga bog‘liq ravishda) tanlash mumkin

bo‘lsaki, barcha n>N tartib ragamli hadlari |x, -4/ < ¢ tengsizlikni qanoatlantirsa, a
soni {x,} sonli ketma-ketlikning limiti deyiladi.
n o‘lchovli haqiqiy fazoda har bir £ natural songa aniq bir n o‘Ichovli M;

nuqgtani mos qo‘yuvchi qonuniyat o‘rnatilgan bo‘lsa, R, fazoda cheksiz n o‘lchovli

nuqtalarning ketma-ketligi berilgan deyiladi va M;, M, .., M, .., yoki {M,}
ko‘rinishda yoziladi.

Masalan, har bir k£ natural songa ikki o‘lchovli M, (2k; %) nuqta mos

go‘yilgan bo‘lsin. Bu esa, R, haqiqiy koordinatalar tekisligida
My(2; 3), Ma(4; % ), My(6; 1), ..., My(2k; % ), o

nuqtalar ketma-ketligi berilganligini anglatadi.

n o‘lchovli M, nuqtaning har qanday & atrofida berilgan nugqtalar
ketma-ketligining biror-bir mos tartib ragamidan boshlab, barcha hadlari tegishli
bo‘lsa, ya‘ni har qanday oldindan tayinlanadigan & >0 uchun K tartib raqamni

(€ ga bog‘liq ravishda) ko‘rsatish mumkin bo‘lsaki, barcha A>K tartib ragamli

89



hadlar M, €S,(M,) bo‘lsa, M, nuqtaga {M,} nuqtalar ketma-ketligining limiti
deyiladi va 1yjm{M, }=M, ko‘rinishida yoziladi.

k—o

Mustaqil yechish uchun misollar:

20.1. Umumiy hadi orqali berilgan ketma-ketlikning birinchi beshta hadini

yozing:
1 n+2
a) x = b =
)%= ) R
n n+1
C) x = d) x =" .
) - ) =y

20.2. Ketma-ketlikning berilgan hadlari orgali umumiy hadining formulasini
yozing:

1 b) 1; 21; 21; 3L; 3£;

11
a) L5~
276" 24 479" 716" " 25

c) 2; 10; 26; 82; 242; 730; ...
20.3. Sonli ketma-ketlik chegaralanganligini isbotlang:

a) x _n2+1
"ont 42
2
Isbot: n2+1=1— 21 va 0< 21 <L shuninguchunl<xn<1.
n°+2 n-+2 n-+2 2 2
—1)" n+1
b) xnzu c) x,=Sinn

Jn?+2
d) x, =(1-(-1")
20.4. Sonli ketma-ketlik monotonligini isbotlang:
a) x, =lgn—lg(n-1), (n>1)

Isbot: x, =lgn—lg(n—-1)= lgi1
n f—

n+l1 n n* -1
xn+1_xn:1g n _lg}’l—IZIg n2

-x,<0, x,,, <x,

n+l n+l n

:lg(l—iz)<0. Demak, x
n

shuning uchun bu ketma-ketlik monoton kamayuvchi.

b) x, =3"-2" C) x, =vn’ -1
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d) x, =Y.
k=1

20.5. Ketma-ketlik limiti ta’rifidan foydalanib, quyidagilarni isbotlang:

a) lim =1

nop + 1

Isbot: ixtiyoriy ¢ >0 son olamiz,

tengsizlikni qanoatlantiruvchi n larni topish uchun

1-
n>—
&

<¢&

x,— 1= —1‘:

n

n+1 n+1

il tengsizlikni yechamiz.
n+

Shunday qilib, Ize sonining butun qismi N = [ _‘1 bo‘ladi, u holda
& g

x, =1 <& tengsizlik barcha n>N larda bajariladi. ¢-ixtiyoriy son bo‘lgani uchun

lim =1.
nop+1
‘ 1-0.01 o
Agar £=0.01 bo‘lsa, N= ol |7 99, n>99 larda <0.01 bo‘ladi.
b) lim =l _» c) lim>ntl_3
n—» 2 +1 n—» 5p —1 5
d) lim an-l__2 gaysi n dan boshlab, 2n=1_(_2) _0.0001 tengsizlik
n>® 2 —3n 2-3n 3

o‘rinli bo‘ladi?

Quyidagi limitlarni toping:

3n°+2
20.6.
lim7 =
3
208. 1 (n+1)
o0 5n +1
2n* +n +1
20.10. ly/mMm——
I}E} 2n+n’ -1
1+l+...+

20.12. Jim——2-

R e S
3 3"

20.14. [jmvn(n+2-\n-3)

n—o0

20.7. hm 2n® +3

et +n—1

In? +n

4+n

209. lim

n—o

n!

20.11. im0

n—0

3+6+9+...+3n
n’ +4

20.13. im

n—®

20.15. Tim (2n+1)H+(2n +2)!
1M 3 2n 1 2)!
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20.16. [imn® +8(n* +2 —/n’ —1) 20.17. 1im(§+%+“'+421 1]
PN

n—>»0 n—>0

1 3n n 2n’
20.18. |ym (= Cosn* - 20.19. |3 Sin n!
lim( Cosm = "7) hm(nzﬂ mn+1—9n2j

n—0 n—0

20.20. R’ fazoda quyidagi ketma-ketliklarning limiti « € R> ekanligini
isbotlang:

a) ()= {l,l} a=(0,0), Ve>0 son olaylik.

e B O

bo‘ladi, uholda p(x"), a)<& tengsizlik barcha n>N larda bajariladi. Ta’rifga

o k{353 o3

R’ fazoda ketma-ketliklar limitini toping:

2021, x = (”‘IJS n’ +27 20.22. x<">=[9”+5 ! j
n " nt 15 4n " 2n+4

4
20.23. x("):( n —2 \/n2+8n—\/n2+4n
\/n8+3n,

20.24. Berilgan ketma-ketliklarning 5 ta hadini va umumiy hadi formulasini
yozing:

a) x, =1 x,, =n b) x,=1; x,, =x,+3

20.25. Ketma-ketlik chegaralanmaganligini isbotlang:

a) x,=n"" b) x, =(-1)"n

c) x,=n-log, n d) x,=tgn

2

20.26. Ketma-ketlik limitini ta’rifidan foydalanib isbotlang:
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Nn® +n

a) tim2—Ll_4 b) lim =1
now S5p 41 5 n—»0 n
¢) lim 3n-1 =§, gaysi n dan boshlab 3n-l —§‘<0.001 tengsizlik o'rinli
o Sp+1 5 Sn+1 5
bo‘ladi?
Quyidagi limitlarni toping:
3n’—4 n*+n+l
20.27. 14 20.28. l'm——
hme = hm=G
. (4D +(n-1)" . N4’ +2n-1
20.29. 20.30. _
lim™ g lim™3, 55
N2n® +1 (n +1)'+n'
2031. lm— 20.32. 14 -
LT G2
20.33. [im 2t tn 20.34. lim(lCosﬂ+l)
n—»0 n n—w \ N 2
. 143+ +(2n-1) . log, (n+1)
20.35. hm 20.36 11 — 2 (n >2,a> 1)

- 11m
oot n\n® +1 now  lOg, n!

l+a+a’+...+a™"

20.37. lirnl+b+b2 +..+b" (b>a>0)
. n+k)+n! .
20.38. 1,11%% 20.39. 1}glﬁ(1n(n+zﬁ +1)—Inn)

20.40. imMW2+4+6+..+2n—/1+3+5+...+(2n-1)

n—>0
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21. FUNKSIYA. FUNKSIYA ANIQLANISH SOHASI,
QIYMATLAR TO‘PLAMI, JUFT-TOQLIGIGA DOIR
MISOLLAR

y=f(x) v=f(M)=f(x;, x3,..., x,)) funksiya berilgan R (R,) fazoning qism osti
to‘plamiga uning aniglanish sohasi deyiladi va D(f) yoki D(y) yozuv bilan
ifodalanadi.

v=f(x) (y=f(M)) funksiya o°‘z aniqlanish sohasi D(f) ning har bir
nuqtasida gabul qilishi mumkin bo‘lgan barcha qiymatlari to‘plamiga esa uning
qiymatlari to‘plami yoki o‘zgarish sohasi deyiladi. Funksiya qiymatlar to‘plami R,
haqiqiy sonlar to‘plamining qism osti to‘plami bo‘lib, E(f) yoki E(y) belgilar bilan
yoziladi.

Agar har qanday +xeV lar uchun f(-x)=f(x) tenglik o‘rinli bo‘lsa, bir
o‘zgaruvchili y=f(x) funksiya V to‘plamda juft funksiya deyildi. Juft funksiya grafigi
Oy ordinata o‘qiga nisbatan simmetrikdir.

Agar har ganday +xeV lar uchun f{-x)=-f(x) munosabat o‘rinli bo‘lsa,
y=f(x) funksiya V to‘plamda fogq funksiya deyiladi. Toq funksiya grafigi esa
koordinatalar boshiga nizbatan simmetrikdir.

y=f(x) funksiya uchun shunday bir musbat 7z son mavjud bo‘lsaki,
funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli har qanday x va x+¢ nuqtalari uchun
f(x+t)=f(x) tenglik bajarilsa, y=f(x) funksiya davriy funksiya deyiladi. ¢t son esa
funksiya davri deb yuritiladi. Amalda funksiya davrlari ichidan eng kichigi 7 ni
topish masalasi qo‘yiladi.

Mustaqil yechish uchun misollar:
Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohasini toping:
3x-1

21.1. f(x)=\/1—2x + 3arcsin

Birinchi qo‘shiluvchi 1-2x>0 da haqiqiy qiymatlarni gqabul qiladi, ikkinchi
3x-1

qo‘shiluvchi esa -1< <1 bo‘lganda. Shunday qilib, funksiyaning aniqlanish

sohasini topish uchun
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1-2x2>0

ol tengsizliklar sistemasini yechib topamiz
3x-1 S 1
2
1
x<—, x<1, x=>2——
2 3
Demak, D(f)={—l;l]
32
21.2. y=lg(x* —4x+3) 21.3. y =arcsin(3x —4)
21.4. y=1 (11 )+«/x+2 21.5. y =/Sin(x) -9 - x*
gu—-x
. 1+x7 ﬁ
21.6. y =arcsin 21.7. y=x*®
X
21.8. y=tgv16—x’ 21.9. y=;
=21

21.10. f(x)=InCos(x).

Quyidagi funksiyalarning qiymatlar to‘plamini toping:

2111y =1+2"",

y=2""=2.2" ko‘rsatkichli funksiya, uning qiymatlar to‘plami y e (0;+ ),
demak berilgan funksiyaning qiymatlar to‘plami (I;+w) bo‘ladi yoki berilgan
funksiyaning giymatlar to‘plami uning teskari funksiyasi x=1log,(y—1)-1 ning

aniglanish sohasi y >1 bilan ustma-ust tushadi, shuning uchun E(y)=(I;+o).

21.12. y = Sin(x)- Cos(x) 21.13. y=xi-
X
21.14. y=~-x—x+2 21.15. y = “;
-
21.16. y=— 1 41 2017 yo L
TV ' 'y_arcsin(l—x)'

Quyidagi funksiyalarni juft yoki toqligini tekshiring:
21.18. y=2"+27",
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f(=x)=27"+2" = f(x) bo‘lganligi uchun bu juft funksiyadir.

21.19. y= 11 21.20. y = Sinyx
X+
1
X+
x
> Sinx|
21.21. y=|x|-5¢" 21.22. :|—
d |x| ¢ 4 1—-Cosx
21.23. y = Sin(arcCos x) 21.24. y = ig” +1
2125, y=1g™ ™3

2126 f( ) 1, agar x — ratsional son bo'lsa
26, flx)=
—1, agar x —irratsional son bo’lsa

Funksiyalarni asosiy davrini toping:

21.27. y = Sinbx +1tg4x

Birinchi qo‘shiluvchi uchun asosiy davr ?ﬂ % bo‘ladi, ikkinchi qo‘shiluvchi

uchun davr = bo'ladi. Z va Z sonlarining eng kichik umumiy bo‘luvchisi 7z bo‘lgan

funksiyaning asosiy davri bo‘ladi. f(x+7)= f(x;T=7.
2128, p=2 2129.y:Sm%x+1

21.30. y = Sinx—Cos x 21.31. y:Sin2x—2tg(§j

21.32. y=Cos’x 21.33. y=x—[x].

Quyidagi 2 o‘zgaruvchili funksiyalarni aniqlanish sohasini toping:

21.34. f(x,y)= arcsin(x + y),
funksiya ma’noga ega bo‘lishi uchun x va y lar ushbu -1<x+y <1

f(x.y)

munosabatda bo‘lishi lozim. Bu tengsizliklarni tekislikning x+ y+1=0 va x+y-1=0
to‘g‘ri chiziqlar orasidagi nuqtalarning koordinatalari qanoatlantiradi.

x+y|£1}

D(f)={ (x.y)e R*;
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21.35. f(x,y)zw/x+y 21.36. f(x,y)=\/3+\/;

2 2

21.37. f(x,y)=arccos™ ;y 21.38. f(x,y)=x—+y
21.39. f(x,y)=1+-(—y)  21.40. f(x,y)=

1
+ —

X —

4 _ 2
21.41. f(x,y)zg—)‘Vl_xxzfyz 21.42. f(x,y)=x" —4+:1- .

Funksiyalarning aniglanish sohasini toping:

2143, y=+/x*+x-2 21.44. y =log,(-x)
21.45. yzarccos(g—lj 21.46. y =/3" -5

2147, y=1 21.48. y = Sindx—3

xe

Funksiyalarning qiymatlar sohasini toping:

21.49. y = Sin*x — Cos’x 21.50. y=—x>-5x+6
21.51. y=1-|x 21,52, y=2"%
x+3
21.53. y=lg—2 21.54. y = [Sinx—1
4-x°

Funksiyalarni juft yoki toqligini tekshiring:
21.55. yzszinl 21.56. y =1gCosx
X

16" -1

pY

21.57. y= 21.58. y =x"Sin7x

Funksiyalarni asosiy davrini toping:
21.59. y:—2C0s§+l 21.60. y:Sin§+ctg§

21.61. y=2%x .00 21.62. y =log, Sin x
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Funksiyalarni aniglanish sohasini toping:

21.63. f(x,y)=x+y 21.64. f(xy)=1-2" =)
21.65. f(x,y):,/ySinx 21.66. f(x,y):ln(x+y)

2 2
21.67. f(x,y)= 1{%—%—1} 21.68. f(x,y)=+/Sin[x* + »?)
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22. FUNKSIYANING LIMITI

Ta’rif. y=f(x) funksiya berilgan bo‘lsin. Har qanday & >0 son uchun

shunday bir 6 >0 son tanlash mumkin bo’lsaki, V" to‘plamga tegishli va |x—x,|<&
munosabatlarni ganoatlantiruvchi har bir x uchun [f(x)-b|<¢ tengsizlik bajarilsa b

soni f{x) funksiyaning x — x, dagi limiti deyiladi va |{m f(x)=">b kabi yoziladi.

%,f, w—o, 0.0, 17,0°, " ko‘rinishdagi anigmasliklarni ochishda
o0

guyidagi ajoyib limitlardan foydalaniladi:

1

. sinx . -
1 lim =1 2. Iimd+x)* =e
x>0 X x—0
3. 14 ln(1+x)_1 4. 1ima — =Ina,a>0
x—0 X x50 X
. (1+x)" -1 . tgx
S 1i =P 6. lim— =1
x—0 X x—0
. arcsinx
7. 1im =1
x—0 X
. arctgx . log, (1+x
8. lim—— =1 9. lim A )Zlogae
x—0 X x—0 X
10. lim &t =1 1 hm(ulj e
x—0 X xX—® X

Ta’rif. Har ganday oldindan tayinlanadigan & >0 son uchun M,
nuqtaning ¢ atrofi S;(M,)ni  ko‘rsatish ~ mumkin  bo‘lsaki,  barcha
MeS,(M,)NV, M =M, nuqtalar uchun |f(M)-b/<¢ tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u
holda b soni f(M) funksiyaning M — M, dagi limiti deyiladi va

b=1im /(M) yoki b=]im /(M)
M—-M, X=X

0
x!‘l A)XH

ko’rinishda yoziladi.
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Mustagqil yechish uchun misollar:
Funksiya limiti ta’rifidan foydalanib quyidagilarni isbotlang:
22.1. im(Bx-5)=4

x—3

Ixtiyoriy ¢>0 son uchun shungay &>0 topilib, [x-3 <&  tengsizlikni
qanoatlantiruvchi barcha x lar uchun |3x-5)-4/<e& tengsizlik o‘rinli bo‘lishini
ko‘rsatishimiz kerak. Ixtiyoriy £>0 son olaylik.
(Bx—5)-4/ =[3x -9 =[3(x~3) = 3x -3 <& |x—3|<§. Agar 5<§ deb olsak,
[x—3| <& tengsizlikni qanoatlantiruvchi x lar uchun |(3x-5)-4|<¢ tengsizlik o‘rinli

bo‘ladi.
Shu bilian |ym@G3x-5)=4 ekanligi isbotlandi.

x—3

22.2. lim@x-1)=3

x—1

22.3. limSinx =1

x>
2

22.4. [im&*-) =3, & ning qanday qiymatlarida 0<|x-2/ <& tengsizlikdan

x—2

‘(x2 -1)- 3‘ <0.001 tengsizlik kelib chiqadi?

%, 2 ko‘rinishidagi anigmasliklarni oching:
o0
-2 x—-2 1
225 lim———=lim—————=1i -
lim =5~ =lim (x=2)(x—-1) lim =
. *-9 . 1gx
22.6. lim———— 22.7.
ly}glxz—2x—3 lxlglsian
228 1 sinx —cosx 229 1; X
e lim 5
T4
3/, 3 —
22.10. Jjp ! 22.11. et
x>l \/;—1 x—0 X
22.12. [ =X 22,13 i Vg e
x50 X o Sin2x
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5% —7x Pl

22.14. lim>— 22.15. lim
2160 217, 5%
22.18. lgrrll% 22.19. lln%%
B0l a2
22.22. 1131% 2223. Jim 3x i = ;1;—2 x2
22.24. ﬁm*/““xzz-“—ﬂxz

ur ¥ —x

lim% =1 ajoyib limitdan foydalanib quyidagi limitlarni toping:
X

x—0

Sinbx

———6x
. Sinbx _ . 6x s 6x 6
22.25. l}gl Sin7x l)}gl SinTx 7y B I}EP Tx 7
Tx
Sindx 1-Cos2x
22.26. 13 22.27. fmm———
1}_1,]01 X 1}_%1 xSinx
22.28. lim Sin(x+h);Sin(x—h) 2799 liml—(,;osx
h—0 x—0 X
Sindx V1—-Cos2x
22.30. vm—— 2231 li'm—m"F
lim 7o lim™—,
. 2x-Sinx . 1-Cos2x+tg’x
22.32. 22.33.
lim lm— g,
2234, 1; arcsin(x + 2) 2735 13 1-Cos5x
1){1}_1} X2 +2x 1}{%11 —Cos3x
. Cos5x . 1+ Cosx —/2Cosx
22.36. 22.37.
1x1_>n;rl Sindx 1}—1}9 N3+ Cosx — 2+ Cosx
2
1= Sinx CosE - Sz'nz
22.38. lim— 22.39. lim—2—
x—)z (— — x) xﬁz

202 2
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Limitlarni toping:

Pox-2 9—x’
22.40. lim——= 22.41. [
lim =75 lm 73
Jax - x 5x* =3x+2
22.42. 11 22.43. im————=
hln x—a I}H} 2x° +4x+1
1
2, Ay . B
22.44. i "2 22.45. lim Sl”éx Cos2x-]
e L= X NG osx — Sinx
4
Sin’ g Sin3x
22.46. 11 2247 lim———=
lim— m =57
20 48, lim arcsingl —2x) 2749 lim 1- C(zsmx
1 X _1 x—0 X
5
. _l .
22.50. 1im[—5’”§x =2) Lo ] 22.51. Jjm S
x—2 - 4 x—0 X
22.52. lim Cos(x+ h)—Cos(x—h) 22.53. lim 1gx —1gx,
h—0 h XX X — x()
Sinx — Cosx 2x* +3x° +5x -6
22.54. im—m— 22.55. |1
lxl_),[ T —4x lxl_I)};l X +3x7 +7x -1

4

. 2x° +4x+5)(x> + x +1)
22.56.
Im e e

\/x2+3x—x1\/x2+3x+x) x*+3x-x* 3
22.57. 1im(x* +3x —=x) =14 ( —lm—==
!{1_)1}3 lvg}wl Vx® +3x +x !cl—g}\/xz +3x+x 2
22.58. hm[ L 22 J 22.59. hm(\/xz +x ] = —x)

x—1 X—l X _l X—>+00

1 12 1 1

22.60. 17 — 22.61. 13 -

1}51&—2 x’ —8) 1}31 Sin’x 4Sin2£
22.62. [imW® +1-x* —4x) 22.63. lim( L, 2 J

*—>—0 i \ X+ 2 xz -4

22.64. 1ym Sin2x - ctgx

X
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X—>0 X—>0

22.65. lim(l—%j; Bu limitni hisoblashda lim(“lj — ¢ ajoyib limitdan
X X

foydalanamiz:
. 1YL T e e e e
hm(l——z) =11m{(1+ 2) } =€“*( j=€“” =’ =1
x—w X X—>00 - X
2x x
22.66. lim(“ij 22.67. lim 2x+lj
xX—0 X X—>0 2)6-1
22.68. 1im(1-4x)+ 22.69. lim “ij
x—0 x>0 \X —
22.70. 1; X=2x+41) 22.71. | 3x+1j3“1
o }_I,};l x> —4x+1 o XI_I)}} 3x—1

) 2 2-5x
22.72. hm(zx’_‘ 3)

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarning limitini toping:

. 2
22.73. 1im—S’”(x2 )
x—0 X
y—3

lim sin(x” - y) .t sin(x” - )

2 2 y=limy =3
x—0 X x—0 -y x—0
y—3 y—3 y—3
a— a2 - Xy
2274 lim Y=Y s
x>0 -xy
y—0
. 1g(xy) . 2 2 1
22.75. im—=——= 22.76. lim&” +y°)- Sin—
x—3 x—0 Xy
y—0 y—0
y J1+x7y* =1
22.77. 1im(1+1j 22.78. lim Y
X—0 X x—0 X +y
y—a y—0

22.79. lim i+ + )i

x—0
y—0
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23. FUNKSIYA UZLUKSIZLIGI. UZLUKLI FUNKSIYALAR

Ta’rif. Agar x, nuqtaning biror atrofida (x, nuqtaning o’zida ham) y=f{x)

funksiya aniglangan bo'lsa va agar

lim[f(xo"'Ax)_f(xo)]:O (D

Ax—0
bo‘lsa, x=x, gqiymatda (yoki x, nuqtada) funksiya uzluksiz  deyiladi.

(1)ifodaning uzluksizlik shartini bunday yozish mumkin:

limJ/(x, +Ax)=f(x,)  yoki 1im/f(x)=s(x,).

A0 50
xo nuqtada uzluksiz f{x) va g(x) funksiyalar bo‘lsa, u holda x, nuqtada quyidagi
funksiyalar ham uzluksiz bo‘ladi:
a) f(x)+g(x)
b) kf(x) (k-o‘zgarmas)
c) f(x)-glx)

d L (g = 0)
g(x)

Agar f{x) funksiya [a;b]  kesmada uzluksiz bo‘lsa va kesmaning chetki
nuqtalarida turli ishorali qiymatlarga erishsa ( f(a)- f(b) <0), u holda (a,; ) internalga
tegishli kamida bitta ¢ nuqta topiladiki, f(c)=0 tenglik bajariladi.

Agar f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘lmasa, funksiya x, nuqtada
urilgan yoki x, nuqta uning urilish nugtasi deyiladi.

y=f(x) funksiyaning x, nuqtada chapdan va o‘ngdan limitlari mavjud
bo‘lib, o‘zaro teng bo‘lmasa, ya’ni

lim /()= 1 (x, =0)# /(x, +0)= |im /(x),

x—>xy—0 x—=xy+0
u holda xynuqta funksiyaning birinchi tur urilish nugtasi deyiladi.
Agar x, nuqtada funksiyaning chapdan va o‘ngdan limitlari f(x,-0) va
f(xo+0) lar o‘zaro teng bo‘lib, funksiyaning x, nuqtasida erishadigan qiymati f(x,) dan

farq qilsa, unda x, nuqta bartaraf etilishi mumkin uzilish nuqgtasi deb ataladi.
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y=f(x) funksiyaning x, nuqtada chapdan yoki o‘ngdan limitlarining biri
mavjud bo‘lmasa (xususan, cheksiz bo‘lsa), u holda x, nuqta funksiyaning ikkinchi tur
uzilish nugtasi deyiladi.

23.1. Quyidagi fuksiyalarning ko‘rsatilgan nuqtalarida bir tomonli limitlarini

toping:

a) flx)= v+l agar O<x<l x=1 nugqtasida

3x+1, agar 1<x<3 1
f1-0)=lim/™) =lim&x+hH =2

x—1-0 x—1-0
fA+0)=lim/®) =]lim@x+1) =4

x—1+0 x—1+0

-1<x<1
b) f(x)= {3x’ asar * x=1 x=2 nuqtalarda
2x, agar 1<x<3

¢) y=1{x}, {x}-x ning kasr qismi; x=1, x=2, x=3 nugtalarda

3 +11, x =1 nuqtada

d) f(x)=

X —

Mustaqil yechish uchun misollar:
23.2. Quyidagi funksiyalarning uzluksizligini ta’rifga binoan isbotlang.

a) f(x)=x"+x-2 barcha xe(~o;+w) larda

lim(f(x+Ax)—f(x)):hm((x+Ax)2+(x+Ax)—2—(x2+x—2)):

Ax—0 Ax—0

= im2x- Ax+ Ax* + Ax) =0

Ax—0
Demak, f(x) barcha x e (—o0;+0) larda uzluksiz.

b) f(x)=sin(3x+2), barcha x e (—wo;+0) larda
c) f(x)= L, barcha (-1;+w)larda
x+1

Quyidagi funksiyalarning uzilish nuqtalari va ularning turlarini aniglang.
Grafiklarini yasang:
x’, agar —0<x<0
23.3. f(x)=4(x-1)°, agar 0<x<2

5—-x, agar 2<x<o
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f{x) funksiya (-o0;0), (0;2) va (2;+) intervallarda aniglangan va uzluksiz

bo‘lgan elementar funksiyalar bilan berilgan. Demak, faqat x, =0 vax, =2

nuqtalarda uzulishga ega bo‘lishi mumkin.

x, =0 nuqta uchun chap va o‘ng limitlarni hisoblaymiz:

lim/( =limx" =0

x—>0-0 x—>0-0

Hm/® =lim&-D*=L f©0)=0

x—>0+0 x—>0+0

Bu esa x, =0 nugtada f{x) fuksiya birinchi tur uzilishga ega bo‘lishini bildiradi.

nuqta uchun:

lim/(®=1imG&-1* =1

x—>2-0 x—2-0

lim/ ) =]limG-x =3

x—>2+0 x—>2+0

f@)=1

bo‘ladi.

x, =2 nuqtada funksiya 1-tur uzilishga ega bo‘ladi.
X
234, yo* 23.5. fwy =12 ¥7?
T 0, x=2
|x+1| -
23.6. y=1+— 23.7. y=2*
x+1
0.5x>, agar |x|<2 Sinx, x <0
23.8. f(x)=42.5, agar |x|=2 23.9. f(x)={x, 0<x<2
3, agar |x|>2 0, x>2
-1, x<0 —-x, x<1
23.10. f(x)=<Cosx, 0<x<7x 23.11. f(x){ 2 |
l-x, x>rx x-1 *
—l, x<0
X
23.12. f(x)=+1, 0<x<1
x, 1<x<2
3, 2<x<3

Funksiyalarning uzilish nuqtalarini toping va uzilish turlarini aniglang:

4

4-—x’

23.13. y=

4

23.14. y =57 11
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x+5

23.15. y = 23.16. f(x)=9>

x—

Quyidagi tenglamalar ko‘rsatilgan kesmalarda yechimga ega ekanligini
ko‘rsating:

23.17. a) x’+3x+1=0; [-1;0] kesmada. Bu funksiya [-1;0] da uzluksiz.
Kesmaning uchlaridagi qiymatlari f(1)=-3, £(0)=1 bo‘lib, turli ishorali. Boltsano
— Koshi teoremasiga binoan (-1; 0) da biror C nuqta topib f(x) =c’ +3c+1=0 bo‘lib,
¢ berilgan tenglamalarning yechimi bo‘ladi.

b) X —6x*+3x-7=0; [0;2]
.3 . ) Ve
c) 3Sin’x — 5Sinx +1=0; 0;5

d) Cos*x+3Cosx+1=0; [0; 7]

23.18. Quyidagi funksiyalar ko‘rsatilgan kesmalarda chegaralangan ekanligini
isbotlang:

a) f(x)=Sinx-Cos’x—~/x+1, [0;10]

y = Sinx, y=Cos’x va y=+/x+1 funksiyalarning har biri [0;10] da uzluksiz
bo‘lganligi uchun, f(x)= Sinx-Cos’x—+/x+1 funksiya ham [0;10] da uzluksiz.
Shuning uchun Veyershtrass teoremasiga binoan f{x) funksiya [0;10] da

chegaralangan.

b) f(x) = —”“ﬁ““ [2:7]

¢) f(x)=+vx*+3x+1-Cos’x, [0;27]

23.19. Bir tomonlama limitlarini toping:

2
a) f(x):{x’ agar —1<x=2 x =2 nuqtada
2x+1, agar 2<x<3
b) y=E(x), E(x) — x ning butun qismi

x=-2, x=0, x=1 nuqtalarda

1

X —

) f(x)=

5 X = 2 nuqtada.

23.20. Funksiyalarning uzluksizligini ta’rifga binoan izbotlang:
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a) f(x)=x"-3
b) f(x)=Cos(2x+1)

Quyidagi funksiyalarning uzilish nuqtalari va uzilish turlarini aniglang:

2321, y=—2 23.22. y=2—m

x+2 x
2, agar x =0va x =12
23.23. f(x)=<4-x", agar |x|<2
4, agar |x| >2

2324, y= 1 2325, y=2v

142«

‘ —_

LS}
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24. HOSILA
y=f(x) funksiya grafigining M (x,;y,) nuqtasiga o‘tkazilgan urinma tenglamasi
Y=Yo =1 (x)(x =)
normal tenglamasi

1
Y=Y ——f‘(xo)(x—xo)

ko rinishga ega bo‘ladi.
M,(x,;y,) nuqtada kesishuvchi y=f;(x) va y=f;(x) egri chiziglar orasidagi
burchak

_ fz‘(xo) _f1‘(xo)
1+f1‘(x0)f2‘(xo)

gy

formula orqali topiladi.

Funksiya differensiali dy=y 'dx orqali hisoblanadli.

Agar Ax yetarlicha kichik miqdor bo'lsa, u holda Ay=dy bo‘ladi va
flx+Ax)~ f(x)+ f(x)Ax tagribiy formula o‘rinlidir.

y = f[g(x)] murakkab funksiya differensiali: %:%% yoki x, nuqtadagi

hosilasi: y'(x,) = f"(u,)- g (x,) bo‘ladi.

Hosilalar jadvali:

Funksiyalar Hosilalar
y=C (bunda C-const) =0
y=x o1
y=Cu (bunda C-const) y=Cu’
y=uxtv =ty
y=uv y=uv+uv
“ L uv—uv
y= ; y= >
y= % (bunda C-const) = — u% i
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y=u" y=nu""u
y=a 1,
y'= u
2Vu
y=a" y=a"lna-u’ a>1 a=#l
y =log,u L
y=—u'log, e=
u ulna
=1
y=Inu y=—u
u
' y=Cosu-u’
y=Sinu
y= Cosu y‘: —Sinu -u’
y =igu . 1 .
= u
4 Cos’u
y = ctgu . |
=— u
4 Sin*u
y = Secu y'=Secu-tgu-u
y = Cosecu y=—-Cosecu-ctgu-u
— arcsi 1
y = arcsinu e "
1-u’
= 1
y = arccosu yeo "
1-u’
= ¢ 1
y =arctgu ‘: _—
1+u
y = arcctgu . 1 .
= — 2 U
1+u
y=u-v y(") =uy+ Ciu("_l)v‘+Cfu("_2)v"+... +uy™
(x) 3
y = f X ’ N X \ X
) P ot o) o 1)
/(x)
y=shu y‘: chu-u'
Y =chu y=shu-u
y =thu N T
= U
4 ch’u
y =cthu 1
4 sh’u
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Hosila ta’rifidan foydalanib, y=f{x) funksiyalar uchun y " hosilasini toping:
24.1. y =2x"+5x* - 7x -4 funksiya orttirmasini topamiz:

Ay=2(x+Ax)’ +5(x + Ax)* = T(x + Ax) —4) = (2x° + 5x*> = Tx —4) =

= 6x”Ax + 6xAx” + 2Ax’ +10xAx + 5Ax* — TAx

Ax — 0 intilganda quyidagi limitni topamiz:

1imﬂ =1im(6x> + 6xAx + 2Ax* +10x + 5Ax — 7) = 6x° +10x - 7 Shunday qilib,

Ax—0 Ax Ax—0

ta’rifga ko‘ra hosila y=6x"+10x-7.

Mustaqil yechish uchun misollar:

242.a) y=1 b) y=+x
X

1 1

_ d) v=_—

C) y xz ) y \/;

Differensiallash qoida va formulalaridan foydalanib, quyidagi funksiyalarning

hosilasini toping:

243, y=xs L 244, y=32+5F -2
x° Sx x
24.5. y = x’Sinx 24.6. y = Sinx-Inx
xt+1 )
2477, y = = 24.8. y = x’ctgx
24.9. y=x arccos x 24.10. y = e*arctgx
C 2
24.11. y==22 24.12. y=—
X x +1
2413, y=3xInx—x’ 24.14. y = Cosx
1 - Sinx
24.15. y = \/\;/il 24.16. y = x’log, x
2417, y= D% |\ crgx 24.18. = &
Sinx 1+x

24.19. y = arctgx — arcctgx

24.20. a) y=|Inx| funksiya x=1 da hosilaga egami? Tekshiring.
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b) y =| funksiyani x=0 da bir tomonli hosilalarini toping. Bu funksiya x=0 da
hosilaga egami?
Quyidagi masalalarda egri chiziglarga o‘tkazilgan urinmalarning

tenglamalari yozilsin va egri chiziglar hamda urinmalari yasalsin:
24.21. x* +2xy* +3y" = 6 egri chiziqgga M(1,-1) nuqtada.

Egri chiziq tenglamasidan y " hosilani topamiz:

2
2x+2y* +4xyy+12y°y'=0, ya’ni y= _Ly3_
2xy+6y
2
Demak y'(-Lh=——+CD 1
2-1(-1)+6(-1)° 4
Urinma tenglamasi y+1= i(x -1)
x-4y+5=0
Normal tenglamasi y+1=—-4(x-1)
4x+y-3=0.
x3
2422, y = 5 x =-1 nuqtada;
2423, y = x =2 nuqtada;
4+x

24.24. y = Sinx x = nuqtada;
24.25. y =x>+2x-1 parabolaning y=2x> parabola bilan kesishgan nuqtasida

o‘tkazilgan urinma va normal tenglamalarini yozing.

24.26. y=x" va y° =x parabolalar ganday burchak ostida kesishadi?

24.27. y = Sinx sinusoida Ox o°‘qini qanday burchak ostida kesib o‘tadi?
2428, y=x-x" va y =5x chiziglar orasidagi burchakni toping.

24.29. y=1+Sinx, y =1 chiziqlar orasidagi burchakni toping.

24.30. y=2x’+5x funksiyaning orttirmasini va differensialini toping.

24.31. f(x)=x*-7x*+8 funksiya uchun Ax=0.01 bo'lsa, Af(5) va df(5) ni

hisoblang.
24.32. Quyidagi funksiyalarning differensialini toping:
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a) yz%xi/; b) y=(x*+2x+2)e ™"

23x

C) y = x’Sinx +2xCosx — 2Sinx d) y= PEE

Quyidagilarni taqribiy hisoblang:
24.33. arcsin 0.51

y=arcsin x funksiya uchun x=0.5 va Ax=0,01 deb olamiz. Taqribiy hisoblash

formulasiga ko‘ra topamiz. arcsin(x + Ax) ~ arcsin x + (arcsin x)-Ax
arcsin0.51 ~ arcsin 0.5 + ; -0.01 = z +0.011=0.513.
J1-(0.5)
24.34. 3/1.02 24.35. 333
24.36. Sin29° 24.37. arctgl.05

Funksiyalarning hosilasini toping:

3 2
24.38. y=(1+3x) 2439 = > __ =
y=(1+7x) y T
3
24.40. y = x2Sinx 24.41. y =3Vxarctgx
7 4
2442, y= X201 2443, = o
x +1 1+ 2Sinx

2444, y=x*-3x+5 parabolaning M,(2;3) nuqtasida o‘tkazilgan urinma va

normal tenglamasini tuzing.

2 2

24.45. %—%:1 gipirbolaga M (-9;-8) nuqtasida o‘tkazilgan urinma

tenglamasini tuzing.

24.46. y = x* parabolaning gaysi nuqtasida o‘tkazilgan urinma
a) y=4x-5 to‘g‘ri chiziqqa parallel;
b) 2x-6y+5=0 to‘g‘ri chizigqa perpendikulyar bo‘ladi?

24.47. 2y =x* va 2y =8-x" egri chiziglar ganday burchak ostida kesishadi?
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Funksiyalar differensialini toping:

24.48. y:arctgf; dy —? 24.49. y =& arcsinx; dy—?
a
(x+1)?
24.50. y=xInx; dy-? 24.51. y=
yoomn @ Y G2 (3

Quyidagilarni taqribiy hisoblang:
24.52. 1g46° 24.53. Cos31°
24.54. Intg47°15° 24.55. 415.8

114



25. YUQORI TARTIBLI HOSILALAR

y=f(x) funksiya uchun birinchi tartibli hosilasi y’ aniglangan bo‘lsin. Birinchi
hosiladan olingan hosila ikkinchi tartibli hosila yoki boshlang‘ich funksiyaning
ikkinchi hosilasi deyiladi va y’” yoki f’(x) simvol bilan belgilanadi:

y'=m) = ).

Ikkinchi hosiladan olingan hosila uchinchi tartibli hosila yoki boshlang‘ich
funksiyaning uchinchi hosilasi deyiladi va y’’” yoki f””’(x) simvol bilan belgilanadi:

Umuman f(x) funksiyaning n-tartibli hosilasi deb uning (n-I)-tartibli
hosilasidan (birinchi tartibli) hosilasiga aytiladi va y" yoki f"(x) simvol bilan

belgilanadi:

Bunda ushbu formulalar o‘rinli:
U+ =y 4y,

(cu)” =c-u";

U -V =u"y + Uy (1” 21)U<" g+ UV (Leybnits formulasi).

Yugqori tartibli differensiallar ham shunday ta’riflanadi:
n-tartibli differensial deb (n-1)-tartibli differensialning birinchi differensialiga
aytiladi:
d"y=d(d""y)=f " (x)ax" fax

d"(y)= " (x)x".

Mustaqil yechish uchun misollar:

Murakkab funksiya hosilasini toping:

25.1. y—gSln3\/_ Sm5 x+7Sln7\/_
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y= %'3Sin2\/;C0S\/;'L—E'SSZ'FZ“\/;'COS\/;'%-FL . 7‘5'1'116\/;~C0s\/;~L =
X

2x 5 Jx 7 2Jx
= 2\1/; Sinzx/;-Cosx/;-(l—ZSinZ\/;+Sin4\/;)= ﬁ-&# x - Cos*/x
25.2. y=In(2x* +3x*) 25.3. y = J4x+ Sindx
25.4. yzwff—SinE 25.5. yzez'CosE
2 2 a
25.6. y =+1-3x7 25.7. y=Cos3(§j
25.8. y=—ct 2£—ZIn(Sinfj 25.9. y = arccos— :
ST 2 Y 9+
25.10. y=1-¢&""*.Cos*3x 25.11. y:em(\h_—l)
25.12. y=—cosecz(§j 25.13. y = arcsiny/1—0.2x>
2514, y=— 25.15. yo_oimx
1= mx? 1+ In Sinx
25.16. y:arctg(x+1)+2x;1 25.17. yzlntg£+Cosx+lCos3x
X +2x+2 2 3
25.18. y=ln[1—lj+l 25.19. y =Inlnx(Inlnlnx —1)
x) x
25.20. y = tg’tgx + 3tgtgx 25.21. y = pCos3x3cow
xzex2 4
2522, y== 25.23. y = arctg :
x +1 I-x
25.24. y = arccosy1—2" 25.25. y =log, Sin’x

25.26. y = xe*(Sinx — Cosx)+ e*Cosx 25.27. y=log e
25.28. y=x* 25.29. y =3/ xy/xv/x

(x—1)(x-2)
25.30. y= =3)(=4)

Oshkormas ko‘rinishda berilgan funksiyalar hosilasini toping:

\ 2 y _3 2
2531.x+Iny—x%" =0 3+ 2 —x’e’y-2xe’ =0, ya'ni y'= —( e al )y
2
y 1-x"ye”

25.32. Ax*2Bxy+Cy* +2Dx+2Ey+F =0
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25.33. x*-6x*y* +9y* —5x* +15y° —100 = 0
25.34. x' -y =0 25.35. xSiny + ySinx = 0
25.36. ¢"+e’' =27 -1=0

25.37. Sin(y—xz)—ln(y—xz)JrZ y—-x-3=0

2538 Lier—3 L -0

Parametrik ko‘rinishda berilgan quyidagi funksiyalarni differensiallang:

_ _ 3
2539, {x = aCost 2540, |¥ = acost
y =aSint y = aSin’t
3at
v 1+ £ x =cht
25.41. , 25.42. {
_ 3at y =sht
1+7

25.43. Funksiyalarning 2-tartibli hosilalari topilsin:
1) y = Sin’x; 2)y = tgx; 3) y=+1+x7.
25.44. Quyidagi funksiyalarning 3-tartibli hosilalari topilsin:

1) y=xlnx; 2)s=t-e’; 3)y:arctg£.
a

Quyidagi funksiyalarning n-tartibli hosilalari topilsin:

2545, y=Inx
y:l:x‘l, y=—1.x7% y=1-(-2)-x7; y"=1.2.3.x74
x
Y =123 (n=1)- (= 1) = (= 1) (”_nl)!.
x
25.46. y=e 4; 25.47. y=+/x;
25.48. y=x"; 25.49. y = Sinx;

x =Int

25.50. y = Cos’x; 25.51. { 1
=)
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Quyidagi funksiyalarning 1, 2, 3-tartibli differensiallarini toping:
25.52. y = xSinx 25.53. y=x(Inx—1)

Funksiyalarning hosilasini toping:
25.54. y:%-4x3\/; 25.55. y=(x2+2x+2)e_x

25.56. y = In(2x* +3x°) 25.57. = Inpg 22!

2

25.58. y="ya? —x* + L arcsin® 25.59. y = arctg\4x* -1

2 2 a

25.60. y=e™* —Sine*Cose™ 25.61. y=In xs’i 5
25.62. y= ;‘:z 25.63. y = 3x Sin'x +3Cosx — Cos3x
25.64. yzlnm 2565 yomx, 1

x+1 ¥ 5x
25.66. y = 2(ig\x ~x) 25.67. y = log, [ +x* +9)
25.68. y =log,,,, Sinx 25.69. y = i
25.70. y = x%" Inx
25.71. (u”)': vu"'u'+u"v'Inu ekanini ko‘rsating.
Quyidagi tenglamalardan y" ni toping:
25.72. )X’ +y* =a’; 2) y* =2px 3 z—z—z—jzl
25.73. ) x> +xy+y° =6; D x*+y —xy=0
25.74. 1) x7* +5 = a?b: e’ —e +xy =0
25.75. e*Sinu—e”Cosx =0 25.76. x = y+arctgy
25.77. HYx* +y* =a’; dax+ay—xy =c; 3)x"y" =1 tenglamalardan

v topilsin.
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2

d’y

25.78. Tenglamalardan 13 topilsin:
X
x=t
x = aCost x = a(t - Sint)
1 _ 2! p 3
y=aSint y=—-t y=a(l—C0st)
3

25.79. Funksiyalarning 2-tartibli hosilalari topilsin:
y= e*"z; 2)y = ctgx; 3) arcsing

Funksiyalarning n-tartibli hosilalari topilsin:

1

25.80. y=x4/x 25.81. y=
2x+1
25.82. y=5-3Cos’x 25.83. y=2"+2""
2584, y= BFh 25.85. y= e
cx+d

25.86. y = (2x-3) funksiyaning 1, 2, 3-tartibli differensiallarini toping.
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26. LOPITAL QOIDASI

Roll teoremasi: y=f(x) funksiya [a;b] kesmada aniqlangan va uzluksiz
bo‘lsin. Agar funksiya (a,b) intervalda differensiallanuvchi bo'lib, f(a)=f(b) tenglik
o‘rinli bo‘lsa, u holda (a,;b) intervalga tegishli hech bo’lmaganda bitta shunday bir ¢
nugqta topiladiki, f(c)=0 bo‘ladi.

Lagranj teoremasi: y= f(x) funksiya [a;b] kesmada aniglangan va uzluksiz
bo‘lib, (a;b) intervalda differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda (a;b) intervalga tegishli
hech bo‘lmaganda bitta shunday bir ¢ nuqta topiladiki, f(b)-f(a)=1(c)b-a)
munosabat o‘rinli bo‘ladi.

Teylor-Makloren formulasi

flx)= f(a)+%!a)(x—a)+%(a)(x—a)2 +...+m(x—a)" +R, (x) ifoda

! n!
Teylor formulasi, R,(x) Teylor formulasining qoldiq hadi.

Teylor formulasining a=0 dagi hususiy ko’rinishi

16)= 10+ L L0 e SO g

Makloren formulasi deyiladi.
Bu formula funksiyaning erkli o‘zgaruvchi x ning darajalari bo‘yicha

yoyilmasini beradi.

Roll, Lagranj, Koshi teoremalariga doir misollar.
4
26.1. f(x)= XT funksiya uchun [-1;1] segmentda Roll teoremasini tatbiq etish

mumkinmi?

a)  f{x) funksiya uchun Roll teoremasining birinchi sharti bajariladi: f{x)
funksiya [-1;1]da uzluksiz.
b)  f{x) funksiya uchun ikkinchi shart ham bajariladi. / (x) =x" hosila

mavjud.
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a)  f(x) funksiya uchun f(-1)=f(1)=1/4 tenglik o‘rinli. Demak, f *(c)=0
bo‘ladigan nuqta mavijud: £'(x)=x"=0, x=c=0 da o‘rinli.
f©=f(0)=0
26.2. y=x’ parabolaning qaysi nuqtasiga o‘tkazilgan urinma A(-1;1) va B(3;9)

nuqtalarnui birlashtiruvchi vatarga parallel bo‘ladi?

a=-1; b=3

- AB vatarning burchak koeffitsienti K = L
/o1 2 3 4 = 3+1

f ‘(x)=2x; 2x=2 tenglik faqat x=1 bo‘lganda o‘rinli, demak x=1/ nuqtaga

o‘tkazilgan urinma vatarga parallel.

Mustaqil yechish uchun misollar:

26.3. Roll teoremasini f(x)= Yx? funksiyaga [-1;1] segmentda tatbiq qilish
mumkinmi?

26.4. f{x)=x’-6x+100 funksiya uchun Roll teoremasi shartlari x ning ganday
qiymatlarida qanoatlantiradi?

a=1, b=>5.

26.5. [a, b] segmentda f(x)=x’ funksiya uchun Lagranj formulasi yozilsin va
C(x,y) nuqta topilsin

26.6. [1;4] segmentda f(x) =/x funksiya uchun Lagranj formulasi
yozilsin va C(x,y) nuqta topilsin.

26.7. y=2x-x" egri chiziqning AB yoyi ustida shunday M(x,y) nuqtani topingki,
bu nuqtaga o‘tkazilgan urinma 4B vatarga parallel bo‘lsin: A(1;1) B(3;-3)

26.8. f{x)=x" va o(x)=x" funksiyalar uchun Koshining

f(b)-fla) _ 1(c)
p(b)-pla) ¢(c)

formulasi yozilsin hamda c topilsin.
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olib).

Quyidagi funksiyalarni Makloren formulasi bo‘yicha yozing:
26.9. f(x) =¢" 26.10. f(x) = Sinx
26.11. f(x)=In(1+x)

26.12. vJe* ni Makloren formulasiga ko‘ra x= 1 da hisoblang (4 ta hadini

Lopital qoidasi

. 0 . ’ 0 . B
1>lnnf“°-{—}=hnrf“°={—}=yg9f () _

oo ox) 0] o e o P (x)

: f(x)_{oo}_ : f‘(x)_{oo}_ . W)
2 —J__\ = =< — 3= =...
)1321 p(x) (o 1}(121 @ (x) (oo I}I}? " (x)

Quyidagi funksiyalar limitini hisoblang:

. Sinax 0 . aCosax a
26.13. lim —{—}:hm =—

50 Sinbx o 0 bCosax b
2_16 e —e
26.14. 1im—— 2 26.15. 1i
l}glxz—6x+8 lxl_I};l xX—a
e 1-4Sin’ %
26.16. 14 26.17. yymm———
lxlglx—Sinx 1}§1 1—x°
26.18. [jm o 26.19. lim(L—Lj
x>0 X o lx—1 Inx

26.20. lim(l—x)é y = {'l—x)._: deb belgilab, tenglikning ikkala qismini

X—>0

_Inl1—xl

ligarifmlaymiz Iny =>In|1—x| = 2= . Endi

X—>0

-1
. . ln|1—x| 0 . A—x|
limIny =lim ={;}=hmf=0- Iny=0, y=1

X—>0 x X—>0

tgx Sinx
26.21. 1im[£} 26.22. lim[lj
x—0 \ X x50 \ X
26.23. 1im(tgx)*™ 26.24. 1im(Sinx)*™
z x—0
2

26.25. ljmxInx

x—0
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26.26. f(x)=38x—x* funksiya uchun =0, b=8 bo‘lganda Roll teoremasi
shartlari x ning qanday qiymatlarida bajariladi?

26.27. [-1;2] segmentda 4/x va 1— 3\/x_zfunksiyalariga Lagranj teoremasini tatbiq
qilish mumkin emasligi ko‘rsatilsin.

26.28. Tenglamalari x=¢°, y=¢’ parametrik ko*‘rinishda berilgan egri chizigning
AB yoyida shunday M nuqtani topingki, bu nuqtada o‘tkazilgan urinma 4B vatarga
parallel bo‘lsin, 4 va B nuqtalarga =1, t=3 qiymatlar mos keladi.

26.29. y=x-3x egri chiziqning 4B yoyining qaysi nuqtasida o‘tkazilgan
urinma AB vatarga parallel bo‘ladi: 4(0;0), B(3;8)

26.30. Quyidagi funksiyalar uchun Lagranj formulasi yozilsin va C(x,y) nuqta
topilsin.

1) [0;1] segmentda f(x) = arctgx

2) [0;1] segmentda f(x) = arcSinx

3)[1;2] segmentda f(x) = Inx

26.31. Quyidagi funksiyalar uchun Koshi formulasi yozilsin va C nuqta
topilsin:

1) [0; /2] segmentda Sinx va Cosx  2) [1;4] segmentda x* va vx

Quyidagi funksiyalarni Makloren formulasi bo‘yicha yozing:

26.32. f(x) =cosx 26.33. f(x) =(1+x)"

Quyidagi funksiyalar limitini toping:

. 7w —2arctgx . 2—(e"+e")Cosx
26.34. hmi— 26.35. lim =
X—>00 o _1 x—0
e —3x—1 . Sin3x-3xe" +3x
26.36. llmS—2 26.37. llm 3
*50 in"5x ¥>0

arctgx — Sinx — "

. Inx . In(x-1
26.38. —_— 26.39.
1}901 1+ 21n Sinx 1}31 ctgnx
26.40. 1im {1 - Cosx)ctgx 26.41. hrn(i2 - ctgzxj
x—0 x—0 X
1 i
26.42. [im(x+2°) 26.43. 1im(’g—x]"
X—>0 x—0 X
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27. FUNKSIYANI HOSILA YORDAMIDA TO‘LA TEKSHIRISH

Funksiyani tekshirish va grafigini yasash quyidagi umumiy sxema bo‘yicha
bajariladi:

1) Funksiyaning aniqlanish sohasi topiladi.

2) Funksiya juft (f(-x)= f(x) +xeD(f)), toqligi (f(-x)=—7s(x) +xeD(f))
yoki juft ham emas, toq ham emasligi aniqlanadi. Agar funksiyaning juft yoki toqligi
aniqlansa, funksiyani musbat yoki manfiy haqiqiy sonlar yarim o‘qida tekshirish
yetarli.

Agar funksiya juft funksiya bo‘lsa, bu funksiyaning grafigi Oy o‘qiga nisbatan
simmetrik, toq bo‘lsa koordinata boshiga nisbatan simmetrik bo‘ladi.

3) Davriy yoki davriymasligi aniqlanadi. Davriy funksiyani bir davr oralag‘ida
tekshirish yetarli.

4) Funksiya grafigining koordinata o‘qlari bilan kesishish nuqtalari topiladi. Ox

y=f(x)

0 sistema, Oy 0°qi bilan kesishish nyqtalari esa
y =

0‘qi bilan kesishish nuqtalari {

{y N f(()x) sistemani yechish bilan topiladi. Funksiya grafigining asimptotalari

X =

quriladi.
5) Uzilish nuqtalari aniglanadi va ularning atrofida funksiyaning o‘zini tutishi

tekshiriladi. Funksiyanig og’ma asimptotasi

(k=lim~ &), _ limlf(x)-kx}, y=ke+b) tekshiriladi

X—>0 x X—>00

6) Funksiyaning o‘sish va kamayish intervallari, maksimum va minimum
nyqtalari topiladi.

7) Funksiya grafigining qavariqligi va egilish nuqtalari topiladi.

8) Yig‘ilgan ma’lumotlar jadval ko‘rinishida tuziladi.

9) Funksiya grafigi yasaladi.

27.1. Quyidagi berilgan funksiyani tekshirib, grafigini chizing:
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berilgan funksiya D={(-00;-1)u(-1;1)u(l;+ o)} to‘plamda

J(x)=

=
aniqlangan.

Bu funksiya uchun f{-x)=f{x) bo‘lganidan u juftdir va uni [0;+o0] oraliqda
tekshirish kifoya.

Funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalari:

—4x o A43x)
ey 9T ey

f(x)=

Birinchi tartibli hosila [0;+o0) oraligning x=1 nuqtasidan boshqa barcha
nuqtalarida aniglangan va x=0 nuqtada nolga aylanadi. Ikkinchi tartibli hosilaning
x=0 nuqtadagi qiymati f '(0) =-4<0, shuning uchun f(x) funksiya x=0 nuqtada
maksimumga ega va bu maksimum qiymat f{0)= -1 bo* ladi.

Endi (0;1) va (1;+ o) da f'(x)<O bo‘lganidan bu to‘plamda f(x) ning
kamayuvchiligi kelib chigadi. So‘ngra:

2

. — +CX) . = —00
lim = lim "=

s | |
lim—7—=— lim—— =+
x—1-0 X _1 x—>1+0 X _1

bo‘lgani uchun x=#1 (funksiyaning ikkinchi tur uzilish nuqtalari) to‘g‘ri

chiziglar vertical asimptotalar ekanligini va

. flx) . X411
k=llm%)=hmﬁ';=0

. .oxT+1
b=liml/(x)-k]=lim > =!

limitlarga ko‘ra y=1 gorizontal to‘g‘ri chiziq f(x) funksiya grafigining
asimptotasi ekanligini hosil qilamiz.

Endi 1+3x’=0 tenglama xagqiqiy sonlar o‘gida yechimga ega
bo‘lmaganligi sababli funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi nolga teng bo‘lmasligi,
ya’'ni egilish nuqtasi yo‘qligi kelib ciqadi. Ikkinchi tartibli hosilaning qiymatlari [0;
1) da f'(x)>0, (1; + ) da f'(x)<0. Demak, funksiya grafigi (-1; 1) da qavariq,
hamda (—oo; —1)va (1; +o) da botiq bo‘ladi.
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(o, -1) | -1 (-1; 0) 0 0; 1) 1 (1; +0)
f(x) + + 0 - :
ffeo |+ : -4 : +
fo | |~ —
U Il tur n max N Il tur U
uzilish uzilish

Al
N

Mustaqil yechish uchun misollar:

v

Quyidagi funksiyalar grafiklarining asimptotalarini toping:

2 —
272, 5= %
. x2—2x+3 9. : _2 [P PN h . : 1 . d
III_IZIT = o0, ya ni x=-2 to g r1 chiziq vertical asimptotadir.
-2x+3 x*—2x+3
=i 22 b=1im[——"—"—x] = -4 demak y=kx+b formulaga
I}E? x(x+2) lxl_gol[ x+2 : 4 .

ko‘ra y=x-4 to‘g‘ri chiziq og‘ma asimptotadir.

2x X
27.3. = 27.4_ =
Y x—1 Y 2x—1+x
27.5. y:hl_x 27.6. y:l+4x2
X X
27.7. y=2Jx*+4 27.8. y=—
x +1
. 2 2
27.9. y= x4 27.10. -2 _;
X a b
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Quyidagi berilgan funksiyalarni tekshirib, grafiklarini chizing:

27.11. y=31-x° 27.12. y = Sin’x
3

27.13. y=Inx-In(x-1) 27.14. y=—> y
x J—

27.15. y =16x(x-1)’

27.16. y =2Sinx+Cos2x  ([0,7)) oraligda

2

27.17. y=-2 27.18. y =(x-1)Jx
e
27.19. y=In— 27.20. y=Sin2x-x (_E;Ej oraliqda
x—1 22
27.21. y=2x+ ctgx (0, ) oraligda
27.22. y=x+e™ 27.23. y=In(x+x* +1)
3
2724, y=—"
eSS

Quyidagi funksiyalar grafiklarining asimptotalarini toping:

2
27.25. y=2x-C05% 27.26. y="00% 3,
X X
2727 y=x"-e" 27.28. y=0.5x+arctgx

27.29. y=-xarctgx
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28. TO‘'LA DIFFERENSIALGA DOIR MISOLLAR YECHISH

Ikki, uch va undan ko‘p o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lgan funksiyalar ko‘p
o‘zgaruvchiga bog‘lig funksiyalar deyiladi va

z=f(x;y)

u=f(x;y,z) ...

V=IX,Y,2; 005
kabi yoziladi. Ko‘p o‘zgaruvchiga bog‘liq funksialardan bir o‘zgaruvchisi bo‘yicha
xususiy hosila hisoblaganda boshqa o‘zgaruvchilari o‘zgarmas deb qaraladi. Ko‘p
o‘zgaruvchiga bog‘liq funksiyaning to‘la differensiali quyidagi formula bo‘yicha
topiladi:

z=f(x,y) funksiya uchun

dz =Lax +Lay

ax ay ~
u=f(x,y,z) funksiya uchun

du =gdx+gdy+gdz
ox oy 0z

28.1. z(x,y)=yx+ funksiya xususiy hosilalarini toping. z(x,y)

x
N
funksiyadan x bo‘yicha xususiy hosilani hisoblaganda o‘zgaruvchi y ni o‘zgarmas son
deb garaymiz:

0z 1 1
o m)’ + ﬁ ;
z(x,y) funksiyadan o‘zgaruvchi y bo‘yicha xususiy hosilani hisoblaganda

o‘zgaruvchi x ni o‘zgarmas son deb qaraymiz:

1574 \/— X
- = X —
oy 2yo\/;

28.2. z(x,y)=In(x++/x*> +y*) funksiyaning to‘la differensialini toping:

dz = @dx+@dy
ox oy
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(x2+y2)'x X

1
az_(x+w/x2+y2)x+ +2w/x2+y2 w/)c2+y2 B 1

o Xx+4x+y7 xtxt+y’ _x+\/x2+y2 _\/x2+y2;

2y

62_(x+\/x2+y2)y+ 24x*+y* y

ox x+q/x°+y° x+\/x2+y2 _\/x2+y2(x+\/x2+y2);

dx dz

dz =

f f ¥
JxZ4yE \ xz+}rz(x+1; xz+},z)

Mustaqil yechish uchun misollar:

Quyidagi funksiyalarning xususiy hosilalarini toping:

X Z
28.3. z(x,y)=2"2 284. u=e>+er
X+y
28.5. z(x,y)=- Cosx 28.6. z(x,y)=In(x*-y") ;
Cosy
28.7. z(x,y)=x Sin(x+y); 28.8. z(x,y) = ——2
Jxi+y®
28.9. z(x,y)=arcsin1 28.10. u = 2vy/x + 32 Vz3;
X
28.11. z(xy)=_|xy+> 28.12. z(x,y)=¢
y

Quyidagi funksiyalar to‘la differensiallarini toping:

28.13. z=5x?y?; 28.14. 7 = f _f;

28.15. z = (sinx)¢°%Y, 28.16.z = ¥ *¥°;
28.17.z = arrtgf; 28.18. z = sin®x + cos?y;
28.19.z = xinf; 28.20. z — x7V:

28.21. 7z = tgf+crgf; 28.22.z = tg(2x + [y);
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28.23. z = ™V,

. 3 3 . I
28.24. z = /x sin’; Ia—z +y3 = — § ekani isbot qilinsin.

dv

1 .. oqs .
28.25. z = En((%— \/_) x—+ P ekani isbot qilinsin.

Quyidagi funksiyalar xususiy hosilalarini toping:

28.26. z = cos(ax — by); 2827.z = ;

3v—2x

28.28. z = Insin(x — 2y);  28.29. z = 2cos’ (x _ f)

28.30.z = lﬂfgf; 28.31. z = arctg,/xy;
28.32.z = yev; 28.33. u=(x-y) (x-2) (y-2).

Quyidagi funksiyalar to‘la differensialini toping:

28.34. z = x™y",; 2835.z =y ix;
28.36.z = Jx +y?, 28.37. z = ec0os (x¥).
28.38. 7z = Le*. 28.39. u = x¥°Z.

¥
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29. YUQORI TARTIBLI XUSUSIY HOSILALAR

Mo(x0>J’o)E R

z=f(x,y) funksiyaning biror nuqtadagi gradienti deb,

M

koordinatalari onuqtadagi /(%) funksiyaning mos xususiy hosilalar qiymatlariga

teng bo‘lgan ikki o‘lchovli vektorga aytiladi va grad| _  kabi yoziladi.

gradu = {az(xo,yo) : aZ(XOaJ/o)}

ox oy

2 2
Gradient uzunligi |grad z| = \/ [%} + (?j formula bo‘yicha hisoblanadi.
X ly

u = f(x;y;z) funksiya uchun M, (x,;Vy; Z,) nuqtadagi gradiyent va uzunligi

ou Ou oOu
gradu|,, =4—;—;—;
* |ox Oy Oz
ou ou ou
dul= |()* + () +(-—)?
\grad ul \/(ax) (ay) (az)

formulalar bo‘yicha hisoblanadi.

29.1. Quyidagi funksiyalarning nuqtalardagi gradiyenti va uzunligini toping:
a) u=xy’z’ funksiyaning M,(3;2; 1) nuqtada toping.

Buning uchun berilgan funksiya xususiy hosilalarini topamiz:

ou _ 223;6—u:2xyz3;a—u:3xyzz2
Ox oy 0z

ou ou ou

— |y =4—y =12;—/,, =36

ax | oy oz ‘Mo

gradu‘Moz {4;12;36}
v = V47 127 436 = 4/1456

B) z =In(x* + y?), M(3;4) nuqtada.

0z 2x o0z _ 2y
o x*+yP oy xP+y?

‘ gradu ‘
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0z(34) 6 (34 8

& 257 9y 25

Mustaqil yechish uchun misollar:
Quyidagi funksiyalarning nuqtalardagi gradiyenti va uzunligini toping:
292.z =4+ x> +y%(2; 1) da
293.z = arctgii__, (x9;Yp) da
294. u=xyz,(1;2;1) da

29.5.u =tgx — x + 3siny — sin*y+ z + ctgz, (=;5;%)da
g ) ] g p

Quyidagi funksiyalarning ekstremum nugqtalarini toping:

29.6.z =e2(x+y?)
Avvalo kritik nuqtalarni topamiz. Buning uchun ikki o‘zgaruvchi bo‘yicha

hosilani topib, ularni nolga tenglab, sistemani yechamiz:

X

. 1 = x
szzez(x+y2+2) EEEE(J'+}-’2+2}=D

x x
z :e5-2y ez-2y =0

y

x+yi+2=0

Bu sistema { sistemaga teng kuchli.

y=20
Bu sistemaning yechimi x = —2, y = 0 bo‘ladi. Demak (-2; 0) kritik nuqta. II
tartibli xususiy hosilalarni A = z,’,; B = z,\; C = z;, ko'rinishda belgilab, ularni

kritik nuqtalardagi qiymatlarini topamiz:

N -
z =Zez(x+y2+4), z),=ez+y, Z = 2e?

XX
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—1
Bundan A=B*—A-C = —ET -2e”t = —e~% A< 0 bo‘lgani uchun

(-2;0) da funksiya ekstremumga ega A>0 bo‘lgani uchun (-2; 0) minimumga ega.
297.z=x*—xy+y*+9x — 6y + 20
298.z =yv/x—y?—x+6y
299.z=x*+8y* —6bxy+1
29.10. z = 2xy —4x — 2y
Funksiyaning ko‘rsatilgan sohalardagi eng katta va eng kichik qiymatlarini
toping:
29.11. z = x* —y?*, x*+y? = 4 doirada
1) Funksiyaning berilgan sohadagi kritik nuqtalarini topamiz:

Z, = 2X {21‘=D x =10
z, ==2y (-2y=0 (y=0

Demak, (0,0) kritik nuqta va u sohaga tegishli.

2) Funksiyaning topilgan nuqtadagi qiymatini topamiz: z; = (0;0) =0

3) Funksiyani sohaning chegarasidagi eng kichik va eng katta qiymatini
topamiz.

Bu sohaning chegarasi x’+)’=4 aylanadan iborat, y°=4-x" buni berilgan
funksiyaga qo‘ysak z=x’-(4-x’), z=2x’-4, x’+y°=4 aylana ustidagi nuqtalar uchun
x € [—2,2], shunnig uchun z=2x’-4 funksiyaning [—2,2] dagi eng kichik va eng
katta qiymatlarini topamiz. Buning uchun bu funksiyaning kritik nuqtalarini topamiz
z =4x, 4x=0, x=0

b) Funksiyaning kritik nuqtalaridagi z,(0)=-4 ni topamiz.

c¢) Funksiyaning chegaraviy nuqtalardagi qiymatini topamiz:

24(2)=2%2%-4=4, 7;(-2)=2%(-2)*-4=4

4) Topilgan z;, z,, 73, z4 qiymatlarni tagqoslaymiz. Demak, -4 funksiyanig eng
kichik, 4 esa eng katta qiymatidir.

29.12. z=2xy, x’+y’<1 doirada

29.13. z=x"+y’-xy+x+y. x=0, y=0, x+y=-3 to‘g‘ri chiziglar bilan
chegaralangan uchburchakda.

29.14. z=1-x’-y", (x-1)’+(y-1)’< 1 doirada.
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Berilgan nuqtada funksiyalarning gradiyentlarini va ularning uzunliklarini

toping.

29.15. z=x"+° (3;2) da
29.16.z=2xy  (xy, yp) da

4

!
xZ4y?

29.17. z =

(-1;2)da

29.18. u = \/x% + y2 + z2, (0;3; 4) nuqtada

Quyidagi funksiyalarning ekstremal nuqtalarini toping:
29.19. z=xy’ (1-x-y)

2920.z = 4 — (% + y)s
2921.z=J(a—x)(a—y)(x+y —a)

29.22. z=x"+y’-15xy

29.23.z = (X2 + y2) (e ) — 1)

Funksiyalarning ko‘rsatilgan sohalardagi eng katta va eng kichik giymatlarini
toping:

29.24. z=x’+2xy-4x+8y, x=0, y=0, x=I, y=2 to‘g‘ri chiziglar bilan
chegaralangan to‘rtburchakda

29.25. z=arctg(x’-xy+y), x=-2, x=2, y=-3, y=3 to‘g‘ri chiziglar bilan

chegaralangan to‘rtburchaklarda.
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30. ANIQMAS INTEGRALNI INTEGRALLASH USULLARI

Integrallash amali differensiallashga teskari amal bo’lgani uchun asosiy
integrallash formulalarini bevosita topish mumkin. Barcha formulalarda u = u(x)
x ning differensiallanuvchi funksiyasi deb belgilanadi. Ixtiyoriy formulani o’ng
tomonidan hosila olib tekshirish mumkin.

Asosiy integrallash jadvali:

n+1i

1. f[du=u+C 2. [urdu="—+C, n#*1
3.fd:u=1nu+C 4fa“du-i+€

5. fe*du=e*+C 6. [ sinudu= —cosu +C

7. [ cosu du = sinu+ C 8. jmz =tgu+C

9. fsmz = —ctgu+C 10. | tgudu = —In|cosu|+ C
11. [ ctgudu = —In|sinu| + C 12. [-=£ = ;—arctgi +C
13. fuzd_uﬂz = ; n|— 14. jva—uz =arcsin=+C

15. [ =

Anigmas 1ntegra1 I = [ f(x)dx ko‘rinishida yoziladi. Asosiy masala y=f{x)

= Infu +Vu? + 2| + C.

vut+

funksiya uchun boshlang‘ich F(x) funksiyani topishdan iborat.

Boshlang‘ich funksiya F(x) uch usulda topiladi:

I. Bevosita integrallash. Bu wusulda boshlang‘ich funksiya integrallar
jadvalidagi formulalar orqali amalga oshiriladi.

Misol keltiramiz:

30.1. _[(ln )4 dx % ifodani diferensialning tarifiga ko‘ra d(Inx) kabi
yozish mumkin. Shuning uchun [(In x}“% = [(Inx)*d(In x) tenglik o‘rinli, bu
ifoda /nx ga nisbatan darajaning integrali, demak,

dx In®
J’(In r)‘*?l = n5x+t‘:_
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30.2.

z—x* 1- +1 -
[dx=[— —=x—_+tarctgx+C
1+x? 1+x2 3

Bu yerda

xnH1 dx
jdx=:q:+C, jx”dx= +C, J —arctg"-:+C
n+1 1+x

formulalardan foydalandik.
II. Anigmas integralni yangi o‘zgaruvchi kiritish usuli bilan integrallash.

Bu usulga ko‘ra integral ostida biror funksiyani yangi o‘zgaruvchi kiritish bilan

integral jadvaldagi formula ko‘rinishiga keltiriladi.

303. A) ] = f(Zsin§+ 3)6 casé—r dx anigmas integralni yangi o‘zgaruvchi

kiritish usuli bilan integrallang.

Buning uchun integral ostida shunday yangi o‘zgaruvchi kiritish kerakki, bu

ifodani differensiallasak qolgan ifoda kelib chiqishi kerak.

2 sin% + 3 =t differiansiallaymiz

J:J.(2sin£+3)2 cos > dx = 2cos£*ldx:dt =
2 2 2 2

cosfdxzdt
2
E (2sin > +3)°
=jt2dt:?+C=%+c
_T.H.+1
[ x"dx =
n+1
cos’2x =t

—2cos2x*sin2x*2dx = dt

sin 4xdx
B) J.—: —2sindxdx = dt =

cos* 2x+4
sin4xdx = _dt
2
t 1 cos’ 2x
=—— :——arct +C =——arct +C;
I o 22 &2 PR
Bu yerda [ e L arct g = + C formuladan foydalandik.
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C)] = [ V4 — x2dx aniqmas integralni integrallang.
Bu integral trigonometrik almashtirish yordamida integrallanadi:

J—I\/4 x*dx = I\/4—4sin2 t *2costdt = 4.|.c0s2 tdt =2t +sin2t+C

x =2sint
dx = 2costdt

x=2sint dan sint=§ , t=arcsin§ni oxirgi tenglikka qo‘yamiz

J= Zﬂrcsin% + sinZaﬂ:sin% +C;

[II. Anigmas integralni bo‘laklab integrallash.

Anigmas integralni bo‘laklab integrallash formulasi [udv = uv— [ vdu.
Bu formulaga ko‘ra [ f(x)dx integral ostidagi ifoda ikki bo‘lakka bo‘linadi.

Shunday ikki bo‘lakka bo‘linadiki [wudv ni hisoblash berilgan integralni
hisoblashga garaganda qulayroq bo‘Isin.

dx

u = arctgx,du =
& X dx

2 3
30.4.Ix2arctgdxdx: I+x =%arctgx— —- =

3 3 1+x°
xza’x:dv,v:% o

3 2

x’ 1 X X X 1
=—arctgx—— || x— dx ==—arctex —=—+—=In(x* + 1) + C.
3 & 3'[ x2+1 3 & 6 6 ( )

Mustaqil yechish uchun misollar:

Quyidagi integrallarni toping:

30.5. [ xy/xdx; 30.6. [ £=;
R
30.7. [ 222 d; 308. [ (x* +2x+ 1) dx

30.9. [ dx; 30.10. [V +¥x Jix

30.11. j@dx

cos2x

30.13. dx; 30.14. [ ctg®x dx;

costx sin®x

30.15. [—

SHl XCOS x

O‘zgaruvchini almashtirish usulidan foydalanib integrallarni toping:
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30.16. [ x cos(x*)dx; 30.17. = _dx

V2lx—

30.18. [ x*(1 — 2x*)*dx; 30.19. [ xva—xdx, a—x =1t%
cosy dx

30.20. f — 30.21. [ —

3022, [ == dx;

Bo‘laklab integrallash usulidan foydalanib integrallarni toping:

30.23. J(x + 1)e*dx; 30.24. [ e** cosx dx;
30.25. [ d 30.26. [ x2e**dx;
30.27. [ x cosxdx; 30.28. [ In®xdx;

x cosx dx arcsmx .
30.29. [, 30.30. [ =2 dx;

Quyidagi integrallarni toping:

3031, [
30.34. [(1+ e*)%dx;
30.35. f 22 dx; 30.36. [ tg?pdy:;
2xdx sin x dx
30.37. [ 55 30.38. [ A=,
3030 [ 2 (e*+1=10%); 3040, [ 2
. . .\;ﬁ ¥ ]
sin x . sin4x y
30.41. [e cos x dx; 30.42. _['mf’zxﬂ dx;
3043, [ 22 3044, [YEENINE 4
) ez Va—at '
30.45. [ x sinx dx; 30.46. [ x*e*dx;
30.47. [Va? —x%dx, a >0, u=+a?— x?
30.48. [ siny/xdx; x=t; 30.49. [(x* + 2x + 3) cosx dx ;
30.50. f 2 ::i * dx.
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31. ANIQ INTEGRAL

Aniq integral [ = -[1 f(x)dx ko’rinishida yoziladi va Nyuton-Leybnits

formulasiga ko’ra hisoblanadi:

b
. < b : .
[ rooax=Fe |2 =Fo» - F@
i
F(x) funksiya y=f(x) uchun boshlang’ich funksiya, a-integralning quyi, b-yuqori

chegaralari.
Aniq integralni ham xuddi anigmas integralga o’xshab integrallab, so’ngra

Nyuton-Leybnits formulasiga ko’ra hisoblanadi.
Aniq integralni yordamida egri chiziglar bilan chegaralangan yuzalarni,

aylanma jismlar hajmini, egri chiziq yuyining uzunligini va h.k.larni hisoblash

mumkin.
Quyidagi aniq integralni hisoblang:

j‘«/1+tdt :j(l+t)2d(t+1)=§(l+t)2‘é =§(\/§—1)

31.1. ©
1

:1——:

3

cos x=t

—sinxdx = dt
x0(7z/2

(SSHN )

/2 /2
Isin3 xdx = I (1-cos’ x)sin xdx =
0 0

0 3 1
=—|(1-¢*)dt = -4
! 3 )o

1] 0

31.2.
. u=x, du=dx e I 2
J.xe dx = N . |=—xe +.[e dx=(—xe " —e) =1-—
31.3. % dv=e"dx,y=—e 0 % 0 e
[ x=sint |
( V1-x? dx=costdt | 3 1 Gin?y Zcos’t , "fl-sin’t
J. 7—AdX=| 4 _ arcsinx :I#COS“{I:I —dt = J. ——dr =
5 X S st S st S, st
= xV2/2 1 | * z
31.4. Lt ©/4 /2]

(—ctgt t)”/2 7[+1+7T
=(—C —_ = —  —
S a2y
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31.5. x’+y°=8 aylana y=x’/2 bilan ikki qismga bo’lingan. Ikkala gismini yuzasini
toping.

Yechish: Grafiklar kesishish nuqtalarini topamiz:

1
—x* =+/8-x’
2
4
L oog-y?
4
4
x—=8—x2 >
4

~32+4x* +x* =0

X, =2, x,=-2,

S, =xr’=8xn r=22

3

2
N 2
S, = I( 8—x’ )a’x:[4ar<:sini+%x\/8—x2 —%J
-2

o+ (kvbirl.)
2 3

7R

S,=8,-5, =87Z'—[27Z’+§j=6ﬂ'—§ (kv.birl.)

31.6. y=2-x’ va y’=x" egri chiziqlar bilan chegaralangan figuraning yuzini

toping:

Yechish: Egri chiziglar kesishish nuqtalarini topamiz:

2 2
2—x*=3%x A

ny
8—12x* +6x* —x* =x?
3_.2
X6 —6x* +13x2-8=0 Z Yo
x=-1 x, =1, R
"1 |y= x
y=2-x"
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31.7. y=x’ va x=)° parabolalar bilan chegaralangan figurani Ox o‘qi atrofida

aylantirishdan hosil bo‘lgan jism hajmini hisoblang:

2

=X . . . . .. .
, sistemasidan kesishish nuqtalarini topamiz:

Yechish: {y
x=y

x=0,x,=1, =0, y,=1

1 1 2 5 1
V=r+V, zﬂ_[xdx—ﬁjx“dx:ﬂ(x——x—]‘ = (l—lj A (kub.birlik)
J 0 2 5 Jo 275) 10

31.8. y° :g(x—l)3 yarim kubik parabolaning »* :g parabola ichki qismi bilan

chegaralangan yoy uzunligini hisoblang:

Yechish: Egri chiziglarning kesishish nuqtasini aniglaymiz: %(x -1)° :g

x=2,0a y=\/§, chunki y:1/2(x—1)(x—1), u holda yV:\/E x—1,
3 3 2
L= 2j‘/1+ (x—1)dx = Z—I\/3x T = 22 (sf 242)

Mustaqil yechish uchun misollar:

Quyidagi aniq integralni hisoblang:

31.9. [Vx—ldx 31.10. jL
1 x —4x+5
: “1+Inx
31.11. [—2—4a 31.12. d
J‘I«/x+5 ’ ! X ’
¢ dx t dx
31.13. [-2 31.14.
‘([ 1-x2 '([\/4—)62

31.15. jsin4xdx

0

31.16. sz In xdx

1
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T 1
31.17. Iex sin xdx 31.18. Iarcsinxdx
0 0

/2

1
31.19. jln(x+1)dx 31.20. jsmxcoszxdx
0 0
¢ dx t dx
31.21. 3122, [— &
!).ex+1 ;[1+«/2x+1
1 2 1
31.23, [ A& 31.24. [Viexde
0 4—x2 0
3 2
3125, |5 31.26. [-©
| X+ X 1 2x—1
31.27. [ & 31.28. [ xarcsin xdx
1 x(1+1In" x) 1
/2

31.29. j x? cos xdx

0

Berilgan chiziglar bilan chegaralangan figuralar yuzalarini hisoblang:

31.30. y=4-x’va Ox 0’q bilan
2

31.31. y=(x-1)>va xz—y?:l

31.32. y=x%+1 vay=3—x chiziglar bilan chegaralangan figuraning

yuzini toping.

Egri chiziglar yoylari uzunliklari hisoblansin:

31.33. y=1-Incosx, x=0dan x :% gacha

31.34. x=8sint+6¢cost,y = 6sint —8cost,t =0dan ¢ = % gacha

31.35. x=%t3—t,y=t2+2,t=0 dan #=3 gacha

31.36. x* —y* =4,y =42 chiziglar bilan chegaralangan figurani Oy o‘qi atroqida

aylantirishdan hosil bo‘lgan jismning hajmini toping.
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31.37. y=s ! ~,x=x1,y=0 chiziglar bilan chegaralangan figurani Ox o‘qi
+X

atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan jismning hajmini toping.

2

2
31.38. x*+y’=a

W o

Ox o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan jismning

hajmini hisoblang.

Integrallarni hisoblang:

3 V3
31.39. [& 40. [
R 0 4-x°
g dx 4
31.41. 31.42.
,J;cosz2x J1-(1+\/_)
8

e dx V2
31.43. j 31.44. j 2 - x%dx
1+e* 1
i i
2 4
31.45 [ xcos xdx 31.46. [1g*xdx
0 0

31.47.y=x* +1parabolani y=0, x=-1, x=4 to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan

figuraning yuzini toping.

2
31.48.y=(x-1)° va x° _y7=1 chiziglar bilan chegaralangan figuraning yuzini

toping.
31.49. y* =4x’egri chizigning O(0,0) dan V(+/3; 24/3) gacha bo‘lgan yoyning
uzunligini toping.

31.50. y =In(sinx) egri chizigning x=% dan x=% gacha bo‘lgan yoyning

uzunligini toping.
31.51.xy=4, x=1, x=4, y=1, chiziglar bilan chegaralangan figurani Ox o‘qi

atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan jismning hajmini hisoblang.

2 2 2

31.52. 2—2 + Jb/_z + i—z =1 ellipsining hajmini hisoblang.
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32. HOSMAS INTEGRALLAR. ANIQ INTEGRALNI
TAQRIBIY HISOBLASH FORMULALARI

I. Xosmas integrallar ikki hil turda bo‘ladi:

I-tur xosmas integrallar chegaralari cheksiz bo‘lgan integrallardir.

+00 b

[F)dx=lim[ f(x)dx (1)

Bu tenglikda o‘ng tomonda turgan limit mavjud bo‘lsa, u holda xosmas integral

j f(x)dx yaqinlashuvchi integrallar deyiladi.

Agar ko‘rsatilgan limit cheksizga teng bo‘lsa yoki mavjud bo‘lmasa xosmas

integral uzoqlashuvchi deyiladi.

b 0
j F(x)dx, J' f(x)dx xosmas integrallar ham shunday aniqlanadi.

2-tur xosmas integrallar.
Agar y=f(x) funksiya [a;b] kesmaning x=a nuqtasida, x=b nuqtasida yoki
[a;:b] ga tegishli biror x=c nuqta atrofida aniglanmagan bo‘lsa, bunday funksiyadan

olingan integrallar 2-tur xosmas integrali deyiladi.

y=f(x) funksiya [a;b] oraligda aniglangan va uzliksiz bo‘lib, x=b nuqta

b—s
atrofida chegaralanmagan funksiya bo‘lsa, u holda lirrol J f(x)dx limitga f(x)

b b—¢
funktsiyaning 2-tur xosmas integrali deyiladi va j f(x)dx =1lim J. f(x)dx tenglik bilan

aniqlanadi. Agar o‘ng tomonda turgan limit mavjud bo‘lsa, xosmas integral
yaqinlashuvchi deyiladi. Agar limit mavjud bo‘lmasa, xosmas integral uzoqlashuvchi
deyiladi.

Boshqa 2-tur integrallar ham xuddi shunday aniqlanadi.
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b
II. Aniq integrallarni taqribiy hisoblash. 7 :I f(x)dx aniq integralda y= f(x)

funksiya uchun boshlang‘ich funktsiyani har doim ham topib bo‘lmaydi, bunday
holda aniq integralni taqribiy hisoblash formulalaridan foydalaniladi.

1. To‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi:

h= jf(x)dx Wy 3+t v ) =S,

i=0

2. Trapetsiya formulasi:

b Yoty

[£)dx~ O T )
3. Simpson formulasi:

b
[ fGodx~ g()"o +4y, +2y, +4y; +..+2y,, +4y,, +y,) (n=juft son)

Misollar ko‘ramiz:

Xosmas integrallarni aniglang:

+00

32.1.1= J.cosxdx xosmas integrallarni taqribiy hisoblang va yaqinlashishini
0

tekshiring:

+b b
= lim | cosxdx = lim sin x 0

b—+xo 0 b—+0

= lim (sinb —sin0) = lim sinb> demak Xxosmas integral

b—>+x0 b—>+%

uzoglashuvi.

322.1= Iljfcz xosmas integralni hisoblang va yaqinlashishni tekshiring:
0

+b

b
I=1lim = lim arctgx
b+ 0 1+ x b—>+o0 0

= lim (arctgh — arctg0) = llm arctgb —% xosmas integral

b—+o

yaqinlashuvchi.

1
32.3. J.ﬁ f(x)= ! funksiya x=0 nuqtada chegaralanmagan.
0 X X

—lim(lnl—lna):limlna‘. Bu limit mavjud emas.

a—>+0 a—>+0

__1 -

aa+0 a~>+0

Berilgan xosmas integral uzoqglashuvchi.
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1
dx
32.4.
'!-\/1 —x?

xosmas integralni hisoblang va yaqinlashishini tekshiring:

funksiya x=1 nuqtada uzulishga ega

ﬂﬂ=ﬁ17
—X

j d =lim I =lim arcsm1 el = lim(arcsin(l — ) —arcsin0) = z
0 /1 X £—0 / £—>0 £—0 2

2
32.5.1= J.zL xosmas integralni hisolang.
v X —4x+3
f(x)= 2; x=I nuqtada uzilishga ega, shuning uchun
x"—4x+3
2 1 2
dx
I= +
! ! 4x+3 -!xz 4x+3
1 l-¢ _13=
[2——tim [ —%—tim X - Liman 2t 3)——11m1 e
0 X —4x+3 00 (x=2)" -1 02 x-1 0 2H0 & -0 &

Integral uzoqlashuvchi, demak berilgan xosmas integral ham uzoqlashuvchi.

6
32.6.1 =J(x2 +3)dx integralni taqribiy (trapetsiyalar formulasi yordamida)

0

hisoblang (n=6). [0;6] oraligni 6 teng qismga bo’lamiz:

X; 0 1 2 3 4 5 6
Vi 4 7 12 19 28 39
poba_ 6—;0 =1 trapetsiyalar formulasi asosida:

n

Yo+ Vs N\ 3+39
I=h(”°236+z}ri)= S—+(4+7+12+19+28) =21+ 70=91

i=1
10

32.7.Simpson formulasi yordamida 7 = _[x3dx integralni taqribiy hisoblang va aniq
0

giymati bilan taqqoslang:

: . ' x*[10 10*
N’yuton-Leybnits formulasiga asosan =I
0

Xdx="— =—=2500
410 4
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Simpson formulasini qo‘llash uchun [0;10] oraligni 10 teng gismga bo‘lamiz:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Yi

0 1 8 27 64 125 216 | 343 512|729 | 1000

2k=10, demak k=5

100

10.3 [0+4(1+27+125+343+729)+2(8+64+216+512)+1000]= 2500

10
]=Ix3dx
0

Quyidagi xosmas integralni hisoblang va ularni yaqinlashuvchi yoki

uzoqlashuvchiligini aniglang:

wdx 2 2
32.8. |—= 32.9. | xe™ dx
I |
3210 [—& 32.11. sze%dx
1.X2 xz—l 0
S dx t arctgxdx
3212 [——& 32.13.
!%/(4—@2 ! x°
T dx ¢ sin xdx
32.14. 32.15.
'([(x—l)2 ! x°
32.16. [« dx 32.17. | dx
| lxlnx
T xdx 3 dx
32.18. [ 32.19. [—&
£J+x2 !V4x—x2—3

3220, &
T (D +4)

2

32.21. Trapetsiyalar formulasi yordamida hisoblang: n2 = j@

X

32.22. Simpson formulasi yordamida hisoblang: j VI+xde 2n=4)
1

dx
1+x*

4
32.23. Simpson formulasi yordamida hisoblang: I (2n=4)
0

dx

V4—x*

ni taqribiy hisoblang.

1
32.24. Simpson formulasi yordamida = = 6.[
0
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Quyidagi xosmas integrallarni hisoblang va yaqinlashishini tekshiring:

oo 0
32.25. [ g 32.26. -2
o 1+x c4+x
1
32.27. | xaf;)z 32.28. ln(lx”)d
0 1
32.29. [(1-cosD)d 32.30. [
1 2 St
[ cos’ x Todx
32.31. | dx 3232, [
oA 1—x7 ¢+ (1+x)
32.33. [e ™ dx

0

Simpson formulasi yordamida taqribiy hisoblang:

5

32.34. J.«/3—0052xdx (2n=16)
0
3

32.35. [Vl+x’dx (2n=6)

3
32.36. J-ln(x+2)dx (2n=10)
-1

Trapetsiyalar formulasi yordamida taqribiy hisoblang:

¢ dx t xdx
32.37. =4 32.38. (n="6)
J-l 1+ x> (n=4) '!\/1+2x
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33. O°*ZGARUVCHISI AJRALADIGAN DIFFERENSIAL
TENGLAMALAR

Differensial tenglama deb, erkli o‘zgaruvchi x noma‘lum funksiya y(x) va
uning turli tartibli hosilalari yoki differensiallarini  bog‘lovchi tenglamaga
aytiladi va F(x,y, y',y",..y")=0 ko‘rinishda yoziladi .

Agar noma’lum funksiya birgina erkli o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lsa, bunday
differensial tenglama oddiy differensial tenglama deyiladi. Birinchi tartibli
differensial  tenglama F(x,y,y')=0 yoki hosilaga nisbatan yechilgan bo‘lsa
y'=f(x,y) ko‘rinishda yoziladi .

Birinchi tartibli differensial tenglamalarning umumiy yechimi deb, bitta
ixtiyority o‘zgarmas C miqdorga bog‘liq bo‘lgan hamda quyidagi shartlarni
ganoatlantiruvchi y=¢ (x,C) funksiyaga aytiladi.

a) bu funksiya differensial tenglamani C o‘zgarmas miqdorning har ganday
aniq qiymatida ham qanoatlantiradi.

b) x=x, bo‘lganda y=y, boshlang‘ich shart har qanday bo‘lganda ham
C miqdorning shunday C=C, qiymatini topish mumkinki,

y = ¢ (x,Cy) funksiya berilgan boshlang‘ich shartni ganoatlantiradi.

v = ¢ (x,Cy) berilgan tenglamaning xususiy yechimi bo‘ladi.

Biz o‘zgaruvchilari ajratilgan va o‘zgaruvchilari ajraladigan hamda
bir jinsli va chiziqli differensial tenglamalarni qaraymiz.

M(x)dx + N(y)dy =0  ko‘rinishdagi tenglama o‘zgaruvchilari ajralgan
tenglama deyiladi. Bu tenglama yechimini topish uchun har bir o‘zgaruvchi
bo‘yicha integrallanadi .

L. M(x)N(y)dx+P(x)O(y)dy=0 ko‘rinishdagi tenglama
o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglama deyiladi. Bu tenglamada oldin o‘zgaruvchilar
ajratiladi, so‘ngra integrallanadi.

Mislollar keltiramiz:
331 ¥ =y ctg x, (0<x<z ,-o0<y<oo) differensial tenglamaning x():% ,

yo=2 shartni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin:
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Yechimi:_% =y ctgx, i ctg x dx, Iny=Insinx + In C;
X y

y=Csinx umumiy yechim.

X, :%, vo=2 shartlarni qo‘yamiz, 2=Csin % ; C=4;

y= 4 sinx xususly yechim.
33.2x dx + y dx =0 o‘zgartiruvchilari ajralgan tenglamani har bir o‘zgaruvchi

bo‘yicha integrallaymiz
2
s +hay=c, £ 22— niec

tenglamaning umumiy yechimi bo‘lib, markazi koordinata boshida yotgan, radiusi

C; gateng bo‘lgan aylanalar oilasining tenglamasidir.
33.3. (I+x)y dx+ (1-y) x dy =0 bu o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir.
O‘zgaruvchilarni ajratish uchun tenglamaning har bir hadini xy#0 ga bo‘lamiz
H—xdx+1_—ydy =0 , integrallaymiz  In | x| +x+lny—y=InC,
X y

In %‘ = y-x ; %=ey'X , xy=Ce™ bu tenglamaning umumiy

yechimi.

II b _ go(Z) ko‘rinishdagi tenglamaga bir jinsli differensial tenglama

dx X
deyiladi.
2 =y almashtirish bilan integrallanadi. £ - no'/ o‘lchovli bir jinsli funksiya.
X X
dy 2x2 y e o . .
334, —=—"F"—— tenglama bir jinsli differensial tenglama. Bu
dx x3 _ y3

tenglamani y=ux almashtirish bajarib integrallaymiz, y=ux dan Z—y =u+ %x;
X X

du X2 ux du u . du u

Ut x—=—F——>—7,
d  3_,33 dx 13




o‘zgaruvchilarni ajratamiz

.3
@ _1 Z du integrallaymiz [nx +[n C = 3 -lnu,
X " 3u
3 3
ln Cxu: — 13 ; l”l CXL: - al 3 ’ ln Cy:-x_3 2
3u X 3y 3

tenglamaning umumiy yechimi.

III. Chiziqli differensial tenglamalar
[ — tartibli chiziqli differensial tenglama deb
Y +P(x)y=0(x) (1)

ko'rinishdagi  tenglamaga aytiladi . I-tartibli chizigli tenglama ikki usulda
integrallanadi.

I-usul. (1) tenglama yechimi ikki funksiya ko paytmasi shaklida qidiriladi

y=u(x) v(x) (2)

u,v lardan birini topish ixtiyoriy.

2-usul o'zgarmasni variatsiyalash usuli (1) tenglamaning umumiy yechimini
topishda  Q(x)=0 deb olib, o'zgarmas sonni, x ning funksiyasi deb qaraladi va
y'+P(x)y=0 bir jinsli chizigli tenglamani yechamiz.

Mislollar keltiramiz:

33.5.%— 2xy = x— x> chizigli tenglamaning umumiy yechimini toping:
X

P(x)=-2x; O (x)=x-x".

Tenglamaning umumiy yechimini

y=u*v (2)
ko'rinishda qidiramiz (2) tenglikni differensiallaymiz:
ay _ u av_ oy du_ 3);
dx dx dx

(2), (3) ni berilgan tenglamaga qo'yamiz
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uﬂ+vd—u—2x*u*v = x—x3; u(ﬂ—2xv)+vd—u:x—x3 (4)
dx dx dx dx

u, v lardan birini topish ixtiyoriy bo'lgani uchun v ni ?— 2xv=0 tenglikdan
X

topamiz.

2
D _oxdx, In |v| = x° +InC, v=Ce”™  xususiy holda C=1 deb olsak v= "
1%

Bularni (4) ga qo'yib, o'zgaruvchilarni ajratib integrallaymiz:

du=(x-x’) e dx

u=I(x —x’ )e’xz dx = J.xe’)62 dx — J.x3e”‘2 dx
Bu integrallarni bo'laklab integrallaymiz:
u=-e (1 —%xz )+C

2 2
y:u*v:_e—x2 *exz (l_x?)_i_C:x?_l_i_C;

33.6. y' +2xy=x e,
O(x)=x ¢* =0deb olib,

y' +2xy=0 tenglamani hosil gqilamiz

Yo~ o Yo ogae ;5 Inly|=-x+InC y=C e
dx y

Tenglamaning umumiy echimidagi C ni x ning funksiyasi deb garab, y ni

x boyicha integrallaymiz

P _ d_Ce_x > _2Cxe™ ni berilgan tenglamaga qo'yamiz .
dx dx

ﬂe_x2 —2Cxe T* 1 2Cxe TF = xe =X

dx

dC —x2 —x2 X 2

—e ' =xe ; dC=xdx, C= + C,,

dx 2

2
y=Ce™ = (% +C| Ye* tenglamaning umumiy yechimi hosil bo'ladi
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Mustaqil yechish uchun mashglar:
Quyidagi differensial tenglamalarni integrallang va boshlang‘ich shartlarni
qanoatlantiruvchi yechimni toping:
33.7. xydx +(x+1)dy =0, 33.8. 2+l dx= xy dy;
33.9. (-1)y' +2x°=0 y(0)=1 33.10. y'ctgx+y=2  y(0)=-1

33.11. y'=33/y?2 ,x=2gay=0 33.12.2x%y y'H’=2

Quyidagi bir jinsli tenglamalarni yeching:

dy Xy dy
33.13. = 33.14. x— =0
dx ¥2 _ y2 x dx T
33.15.  xdy =(x+y)dx 33.16. (x+2y)dx- x dy =0

33.17.(x-y)dx+(x+y)dy =0

Tenglamalarni integrallang:

33.18. ' y=2x-3 33.19. /=10
33.20. ¢*(1+ % )=1 3321 x5 L p o
dt dt
33.22. (°-2xy)dx+x’dy=0 33.23. 2%y =p(2x’-)");
33.24. 17 4+x7 y' =2xy'y 33.25. (° +7) Y =2xy

33.26.xy -y=x1g £
X

Quyidagi chiziqli differensial tenglamalarni har ikki usulda yeching

33.27. xy' -2y=2x" 33.28. y' +ytgx =sec x
33.29. x° ' +xy +1=0 33.30. ' =2x(x"+y)
33.31.xy +(x+1)y=3x"e” 33.32. (2x+1) y' =4x+2y
33.33. x(y'-y)=¢" 33.34. y+x(y'-x Cos x)

33.35. (xy'-1)Inx=2y
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34. CHIZIQLI DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

I. Bernulli tenglamasi
Y HP(x)y=0 (x)y" (1)
ko‘rinishdagi tenglama Bernulli tenglamasi deyiladi, P(x), Q(x) - x ning uzluksiz
funksiyalari. Bu tenglamaning n#0, n#I bo‘lganda tenglamaning har ikki tomonini
)" ga bo‘lib osongina I-tartibli chiziqli tenglama ko‘rinishiga keltiriladi.
Misol:

I. & +2 = _x? Bernulli tenglamasini integrallang:

dx x

Tenglamaning har ikki tomonini y° ga bo‘lamiz.

%Q L -X; 1., belgilash  kiritamiz Looni x bo‘yicha
y=dx  yx y y
differensiallaymiz - 1 - b _ 4 , ez, chizigli tenglama hosil
vy odx dx dx X
bo‘ladi,z=u*v; d—Z=ud—v+vd—u ud—v+ vd—u—u—V:x,
dx dx dx dx dx X
u(d_v_L)—l—vdu =x d_V_LZO’ dv = dL’ V=X xd_u:x’
dx X dx dx X v X dx
u=x+C; z=x(x+C) 1. x(x+C), y=1— umumiy yechim.
y x(x+ C)

II. To‘la differensialli tenglama.

Agar M(x,y)dx+N(x,y)dy=0 (2)
tenglamaning chap qismi biror F(x,y) funksiyaning to‘la differensiali bo‘lsa
berilgan tenglama to‘la differensialli tenglama deyiladi, bunda

dF=M(x,y)dx+N(x,y )dy  (3)

(2) tenglama to‘la differensialli bo‘lishi uchun oM _ON shart bajarilishi kerak.

oy ox
Misol:
2. (2x+3x7y)dx+(-3y7)dy=0  (4)

differensial  tenglama to‘la differensialli tenglama ekanini aniglang va

tenglamani yeching. M=2x+3x"y, N=x-3)°
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M52, Tje MOV englik obrinti, demak beril

By o PP glik o‘rinli, demak berilgan
tenglama to‘la differensial tenglama. To‘la differensial

dF=F'dx+F',dy bo‘ladigan F('x,y) funksiyani topamiz. F'=2x+3x%y,

F'y =x’-3)> (5) tenglamaning birinchisini o‘zgaruvchi y ni o‘zgarmas
deb olib, x bo‘yicha integrallaymiz:

F=[(2x+3x"y)dx=x"+x"y +¢ (»)

Bu ifodani (5) ning ikkinchi tenglamasiga qo‘yib

[+xy+e )]y’ =x-3)", bu tenglikdan x+¢'(y)=x’ -3)%, @'(y)=-3)>
hosil bo‘ladi.

3

Integrallasak  ¢(y) = —3% +C=-y’+C. Demak F(x,y) =’ +x° y—y3 +C

tenglamaning umumiy yechimi hosil bo‘ladi.

Mustaqil yechish uchun mashglar:

Berilgan Bernulli tenglamalarini integrallang:

340 Yty Ly 340, L 1
dx X ydx x
34.3. 2x°yy +3x57°+7=0 34.4. 3x)° y' -2y =x’

Quyidagi differensial tenglamalarni to‘la differensialli tenglama ekanini

aniqlang va tenglamalarni yeching:

34.5. 2xydx +(x*-y°)dy=0 34.6. (2-9xy°)xdx +(4y*-6x" )ydy=0
34.7. ¢’ dx-(2y+xe”)dy =0 348. Lax+(y  +Inx)dy =0

X
34.9. 35+

2

23
dx — xtsydyzO
y y

Berilgan differensial tenglamalarni integrallang:
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34.10. y=—2 34.11. y'=p%e™ -2xy
3x -y
34.12. 2 y' +y tgx =)y sinx 34.13. xy dy =(y"+x’)dx

34.14. 2x(1+ x> = y Jdx-A[x> = y dy =0 34.15. (1+y’sin2x)dx-2y cos’x dy =0

3
34.16. 3x°(1+Iny)dx=(2y- > )dy
Y

0

|x2+1|cosydy=

34.17. (=X 4 2)dx +

sin y cos 2y —1
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35. SONLI QATORLARGA DOIR MISOLLAR

l.ay +a, +as; +---+a, +--- ko’rinishdagi yig’indiga sonli gator

deyiladi va

n=1
kabi belgilanadi. Agar a, +a, +a; +---+a, +--- sonli qatorning birinch » ta
hadining yig’indisi S,,, m — oo da chekli S limitga intilsa:

limS, =S5

qator yagqinlashuvchi deyiladi. S son yaqinlashuvchi qatorning yig’'ndisi deyiladi.
Yagqinlashuvchi bo’lmagan qator uzoqlashuvch gator deyiladi.

Berilgan qatorni yaqinlashuvchi bo’lishi uchun n — @ da a, ning nolga
intilishi a,, = 0 zarurdir ( ammo yetarli emas).

Qator yaqinlashishining yetarli shartlari quyidagilar:

a) Musbat hadli qator deb barcha hadlari manfiy bo’Imagan qatorga aytiladi,

yani a, = 0. Musbat hadli qator yaqinlashishining Dalamber alomati: Agar

l:‘"n+1

lim

n—oo a“

d>1, gator uzoqlashuvchi

[d < 1, gator yaqinlashuvzi
=d
d=1, masala yechilmaydi

b) Musbat hadli qatorni taqqoslash.

=]

H1+H2+'"+Hn...=ZI‘In

n=1

==

v+, -4y, .= Z b,,

n=1
ikkita musbat hadli qator bo’lIsin.

1) agar a,, < b,, bo’lib, ikkinchi gator yaqginlashuvchi, u holda birinchi qator
ham yagqinlashuvchi bo’ladi;

2) agar birinchi gator uzoqlashuvchi bo’lsa, u holda ikkinchi qator ham

uzoqlashuvchi bo’ladi.
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c¢) Integral alomati (Koshining integral alomati). Agar a,, = f(7n) deb olinsa,

bunda f(n) kamayuvchi va

- (x)dx = {A bo'lsa, u holda gator yaginlashuvchi
f(dx = oo bo'lsa, u holda gator uzoglashuvchi

d) Agar ishoralari navbat bilan o’zgaruvchi
a, —a,+a; —--+ (1" ta, +-- qatorda u; > U, > Uz > - va

Iim a,, =0

n—on

bo’lsa, qator yaginlashadi, bu Leybnits alomatidir.

e) Absolyut yaqinlashish:

a, +a,+a;+--+a,+-- (1) qator hadlarining absolyut giymatlaridan
tuzilgan |a,| + |a,| + |az| + - + |a,| + -+ (2) qator yaginlashsa, (1) qator ham
yaqinlashadi. Bu holda (1) gator absolyut yaqinlashuvchi gator deyiladi. (1) qator
yaqinlashuvchi bo’lib, (2) qator uzoqglashuvchi bo’lsa, (1) qator shartli
yaqinlashuvchi deyiladi.

= 2n+1 3 5 7 2n+1 . . ) )
35.1. S +...sonli gatornin aginlashuvchi
Z; i3 27 12 " sn—3 9 & yaq

bo‘lishining zaruriy sharti bajarilishini tekshiring.

Yechimi: «a, = zn *l Iim 2n+3_2 lima. =§ #0. Demak yaqinlashuvchi
n

_3 n—o0 5 3 5 n—o©

bo‘lishining zaruriy sharti bajarilmaydi, qator uzoglashuvchi.

35.2. Umumiy hadi a, =

belgisi yordamida tekshiring:

n+2 x | .
Yeching: d = lim et~ fim 2 2~ 0; d=0<1, demak sonli gator
o oq n—o (I’l + 1)1*2” n—o p 4+ |

yaqinlashuvchi.

35.3. Koshi, belgisi yordamida sonli gatorni yaqinlashishini tekshiring:

Yechimi: Qatorning umumiy hadi. a, = (ZL)” ;
n+
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1 1
lim#/a, =lim *‘1/ = lim =—<1 demak ator
n—® n—o 2n +1 Hw 2nt+l oy L2 1

n

yaqinlashuvchi.

35.4. Koshining integral belgisi yordamida i( T qatorning

n 1 n +

yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi ekanini toping:

Yechimi: f(x)= 2 deb olaylik.

(x +1)
© b 2
[ 2 dx:hijﬁim(— —)| =1 im(— 1 =1 demak
boos (x7+1)7 oo xT+1 IH°°1+1 b™+1 2

1 (x2 + 1)2

hosmas integral yaqinlashadi shuning uchun berilgan qator yaqinlashadi.

35.5. Z( )" — _1—%+%—...+(—1)"+l L qatorning yaqinlashuvchanligini
n

n=1
tekshiring:

Yechimi: berilgan gator uchun Leybnits alomatining shartlari bajarilyapti.

> 1
Ya'ni 1> % > % s> s va limU, =]jm— =0 demak qator yaqinlashadi.

n—x0
n n—>

Y ) ) )
sinna sina sin2a sin na
35.6 Z = +

: = T ettt qatorning yaqinlashuvchanligini
n=l1 n n
tekshiring:
Yechimi: qatorni qaraymiz [sinna| <1 bo‘lgani uchun
sin na| sin na

=
Il
Ms

<—=V * Z— qator yaqinlashuvchi. Demak berilgan Z

n=1 n l’l

gator

absalyut yaqinblashuvchi.

Qatorlar uchun yaqginlashuvchi bo‘lishining zaruriy sharti bajarilishini
tekshiring:

35.7. = é+5+7+ 35.8. 2 i+£+§+
2 4 6 8 3 9 27 81
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Koshining integral belgisi yordamida yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi
ekanini tekshiring:

1 1 1
35.9. - 35.10. + + +
«/ «/ «/ 1+1° 142> 1+3°
1 1 1
+ + +
2In*2 3In*3 4In’4

35.11.

Dalamber  belgisi  yordamida  qatorlarning  yaqinlashuvchi  yoki

uzoqlashuvchi ekanligini tekshiring:

2 3
3502 1+ 24 2y 8y 3503 14240 4D 4
21 31 41 2%3 2°*5 27%*7

35.14. > > B L.

f 23t 3y ey
Taqqoslash  belgisi yordamida qatorlarning yaqinlashuvchi  yoki

uzoqlashuvchi ekanini tekshiring:

I 1+L+ 35161+1+1+
ﬁ NEEN 7N " 7"In2 In3 In4

35.15. 1+—

Quyidagi qatorlarning shartli yoki absalyut yaqinlashishini tekshiring:

= 3n 2
35.17. 3 (= 35.18. )"
;( ) PR Z( ) 31
c n+l 1 ( l)n
35.19. - — 35.20.
7 ,,Z:;( ) n*2" ;n—lnn

Quyidagi qatorlarning yaqinlashuvchi yoki uzoqglashuvchi ekanini

tekshiring:
3521, S sin % 3522, S e X
;smzn ;tg4n
3503, % 3524 14— 44
;ln(nﬂ) W3 55
35.25. 1+L+L+L2+... 35.26. 2+ﬂ+ﬂ+...
4% 77 10 3 9 27

35.27. z+4+6+
31 5!
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Qatorlarning yig‘indisini toping:

1 1 1 1 1 1

35.28. + + + ... 35.29. + + + ...
1*¥3 3*5 5%*7 1%¥2*%3 2%3%4 3*4*5

Quyidagi qatorlarning shartli yoki absalyut yaqinlashishini tekshiring:

>, cos?2 e a1
35.30. 21°Zf+”1“ 35.31. Z;(—l)” —

4
n+l 3_

2
n

35.32. 3 (-1)
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36. FUNKSIONAL QATORLARGA DOIR MISOLLAR

o0

1

36.1. ;1”2” e Tttt funksional  gatorning
yaqinlashish sohasini toping.
Yechimi: qatorning umumiy hadi U, (x) = 1 —. Agar || <1 bo‘lsa. U holda
+ X

=1.

imU., #0 bo‘lgani uchun, qator uzoglashuvchidir.

n—>0

lIimU. ) =1im

n—>x0 n—x0

1+ x*"

Agar [x|=1 bo’lsa, LIS S uzoqlashuvchi qatorni hosil qilamiz. Agar |x>1
2 2 2

—2+L4+ 12 +... qatorning hadlari cheksiz kamayuvchi. Geometrik
X X X

bo‘lsa,

progressiya hadlaridan kichik bo‘ladi, demak taqqoslash belgisiga ko‘ra qator
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yaqinlashadi.
Demalk, berilgan funksional gatorning  yagqinlashish sohasi
(—o0;—1) U (I;4+00) dan 1borat.
Qatorlarning yaqinlashish sohasini toping:
36.2. 3 x"; 36.3. 3 In" x:
n=l1 n=l1
364. 3 % 5.3 sin
,,Z:;l+x2” 36.5 ;smzn ;
36.6. S —(2;)‘_*514” : 36.7. 3 e,
n=1 n=l1
36.8. 1+ ! +L+ ..... + ! +o
2X 3)( nx
1 1 1 1
36.9. ot —————
x2+1+22(x2+1)2+32(x2+1)3+ +n2(x2+1)"+
2 3 n
36.10. x+—+—+...+ 2)2_1 +..., qatorning (-2; 2) oraligda tekis
yaqinlashishini tekshiring.
36.11 x> Xt x’ X" . . C e ..
A1 1+ TR T TR qatorni yaqinlashishini tekshiring.



Yechimi: a, = %, shuning uchun yaginlashish radiusini R =;[]jm10 =10

n—0

formuladan topamiz. Demak berilgan qatorning yaqinlashish oralig‘i (-3/10;3/10)
bo‘ladi. Qatorning yaqinlashishini oraligning chekka nuqtalarini tekshiramiz. Agar
x=3/10 bo‘lsa, qator 1+1+1+1+..... ko‘rinishga ega. Agar x =-310 bo‘lsa, qator

1-1+1+... ko‘rinishga ega. Bu qatorlar wuzoglashadi. Demak, gatorning
yagqinlashish sohasi (-/10;3/10).

Quyidagi qatorlarning yaqinlashish sohasini toping:

36.12. 3 &+’ 36.13. 3 (mx)’

2 (2n-1) 2,(m)

0 o) 2n l*x2n 1
36.14. 3 lx 36.15. Y

n=1 n=1 4” 3)

36.16. f(x)=x"—4x*+2x’+2x+1 ko‘phadni (x=1/) ikkihadning darajalari
bo‘yicha yoying.

36.17. f(x)=Inx funksiyani x,=1 nuqta atrofida Teylor qatoriga yoying.

36.18. f(x)= Ll funksiyani Makloren qatoriga yoying.
X+

Qatorlarning yaqinlashish sohasini toping:

2 3 3 5

36.19. 1+ —— 4+~ ad 36.20. 1——— 4+~ al

+—+..... . e + + +

3%¥2 37%3 37 x4 V2 543 54
2 3 ) n
3621 1+, Y 3620 T
CRVEIE ENESIENES = n!

2x-3 (2x-3)° +(2x—3)3

23.
36.23 N 3 5

36.24. f(x)=x"-3x>+1 funksiyani (x-/) ikkihadning darajalari bo‘yicha
yoying.

36.25. f(x)= 1 funksiyasini x, =3 nuqta atrofida Teylor gatoriga yoying va
X

yaqinlashish sohasini toping.
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36.26. f(x)=x"*e* funksiyani Makloren gatoriga yoying va yaqinlashish
sohasini toping.

36.27. f(x)=e* funksiyani x ning darajalari bo‘yicha qatorga yoying.

36.28. f(x)=-

= funksiyani x ning darajalari bo‘yicha qatorga yoying.
— X
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1.15.

1.18.

1.21.

1.23.

1.26.

1.29.

2.3.

-2

JAVOBLAR:

8 3 -9 —13 20
j 1.4.( T j 1.5. |4 -1
-9 8§ -5 13
5 3
1 -1 5 0 4
7) 1.7. 0 1 1.8. 10 10 33
-1 0 -11 -7 25
" 28 15 16 o -
j 1.10. |19 36 15 1.11. ( j
18 2 9
30 19 28
0 10 -6 1 3 1 5 -5
-3 15 1.13. 6 2 9 1.14. |3 10 ©
0 82 -12 -3 14 2 9 -7
17 19 23 8 6 4 2
23 27 35 116, 5 0 -5 —-10 L1 [16
12 20 7 7 7 7 13
1 10 10 9 8 7
7 11 q 6 10
2 =2 1.19. ( ] 1.20. 6
19
3 3 2
25} 122 (—9 -16 —3]
~11 19 21 1
0 7 4 6 6 9 6
10 41; 1 7 3 1.24. 6 9 1.25. (
5 7 g8 11 14 6 6
1 10 11 -22 29 .
1 14| 1.27. 9 —-27 32 1.28 (0 3}
-9 9 13 -17 26
0 0 0 1 000
0 0 0 0200 1 0
1.30. 1.31.
0 0 0 0 0 3 0 (—2201)
0 0 0 0 0 0 4
24. -35 2.5. 4 Jab 26. 1
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2.7. (¥ H)AGK-Y)  2.8.a) sin(a+b)sin(a-b) b)5
2.9. a)x;=1/2, x,=1 b) x;=-5/2, x,=3 c) x1=2; x,=3
2.10. a)xe[2:3] b) (-0,2) U(5, ) 2.11. -10
2.12. 4a 2.13. 68 2.14. 15 2.15. 29
2.16. 0 2.17. 20 2.18. -4a’  2.19. 48
2.20. 1 2.21. sin(b-a) 2.22. sin(b-y)+sin(y-a)+sin(a-b)
2.23. cos’a+cos’btcos’y=1 2.24. (ab+bc+ca)x+abc2.25. 1
2.26. -37/4 227. 0 2.28.5 2.29. 24a, a>0, a#l
2.30. 10 2.31. 72 2.32. (x-y)(v-z)(x-z) 2.33. amn
2.34. a(xz) (vz)(y-x) 2.35. d4sinasin’a/?  2.36. 3abc-a’-b’-c’
2.37. 2X-(a+b+c)x’+abc  2.38. 6 239. 20  2.40. -8
241, x=(-1)'#12+7k/2  2.42. x<0
3.1. a)-22 b)34  3.2. -11  33. -b(b+l)  34. -2x
3.5. 68 36. 0 37. 0 38. 0
39. 0 3.10. 96 3.11. 40 312. 0
3.13. 54 3.14. 465 3.15. -10 3.16. 10
3.17. 17 3.18. 65 3.19. 14 3.20. -12
321, -1 3.22. -20 323. 2 3.24. 160
325. 0 3.26. 2(ad-bc)  3.27. -252 328. -4
3.29. 900 3.30. 12 3.31. 39520  3.32. 4V
3.33. (n-1)! 3.34. -2(n-2)!
4.1. a) |A|=4, N(A)=3, r(4)=2 b) |[4[=133, N(4)=14, r(4)=3

¢) |4]=0, N(A)=~29, r(4)=2 d) |4]=0, N(4)= 116, r(4)=2
42. r=3 43. r=2 44. r=2 4.5. r=2
4.6. r=2 47. r=2 48. r=2 49. r=1
4.10. r=1 4.11. r=2 4.12. r=2 4.13. r=3

1 1
414, r=2 415 =2 416 | 3 6 417 4 mavjud
3 6

cmas.
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-2 -1 2 2 5 7

4.18. (‘“g" 1J 419. |4 1 -30420. |6 3 a4
2 —tga

1 I -1 5 -2 -3
1 -1 1 -8 29 -11 { -1 6 4 5
421. |-38 41 -34| 422./-5 18 -7 |4.23. [_2 ;j4.24. 21 2
27 =29 24 I -3 1 3 33
4.25. a)l|A]=24, N(A)=T, r(4)=2 b) |4|=35, N(A)=+61, r(4)=2
¢) |A=0, N(A)=+29, r(4)=2 d) |4]=0, N(4)=6, r(A)=3
4.26. r(4)=2 4.27. r(A)=3 4.28.r(A)=3  4.29. r(4)=2
4.30. =3 4.31. =3 4.32. Teskari matritsa mavjud emas.
1/134  31/134 -23/134 -5/2 =5/2 -1/5
433. C'=|13/134 -1/134 31/134 434, | -6/5 —-4/5 -4/5
17/134 —-9/134 11/134 -7/10 —-1/5 -1/10

9/5 =2/5 -4/5 0 0
4.35. 1/5 2/5 -1/5 4.36. ( /3 j
-12/5 1/5 7/5

5.2.r(4)=2, r(B)=3 sistema birgalikda emas.

5.3.7(A)=2, r(B)=3 sistema birgalikda emas.

5.4.r(A)=r(B) sistema birgalikda. 5.5. r(4)=r(B) sistema birgalikda.

5.6.Sistema birgalikda. 5.7.r(A)=r(B)=3 sistema birgalikda.

5.8.r(A)=r(B)=2 sistema birgalikda.

59.r(4)=2, r(B)=3 sistema birgalikda emas.

5.10. r(A)=r(B)=2 sistema birgalikda. 5.11. Sistema birgalikda.

5.12. Sisema birgalikda. 5.13. r(A)=r(B)=2 sistema birgalikda.

5.14. r(A)=2, r(B)=2 sistema birgalikda.

5.15. r(4)=2, r(B)=3 sistema birgalikda emas.

5.16. r(A)=r(B)=3 sistema birgalikda.

5.17. r(A)=r(B)=2 sistema birgalikda. 5.18. Sistema birgalikda emas.

6.2.(1;1;1) 63.(2;-1;0) 6.4.(1;2;3) 6.5. x;=x,=1, x3=x4=-1

6.6. x;=1; x,=x3=2; x,=0 6.7. x=-3, y=0, z=-0,5, t=2/3

6.8. x=2, y=-3, z=-1,5, t=0,5 6.9.(-1; 3;2) 6.10. (1;-2;-5)

6.11. (5;6;10) 6.12. (-1;0;1) 6.13. (2;-1;-3) 6.14. (1;-1;2)
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6.15.(1; 0; 2)  6.16. Sistema yechimga ega emas. 6.17.(1;-2; 3)
6.18. x;=-2, x,=0, x3=1, x,= -1 6.19. x;= 2, x,= -2, x3=1, x,= -1

6.20. Sistema yechimga ega emas. 6.21. Sistema yechimga ega emas.
7.2. {g—x3, 2x, — Z; X, € R} 7.3. Sistema yechimga ega emas.

7.4.(1;0;2;-3)  7.5. Sistema yechimga ega emas. 7.6. {%—9@; —%; X, € R}

7.7. Sistema yechimga ega emas. 7.8.x;=-1; x,=3; x3=-2; x,=2.

7.9.x,=5; x=4; x3=3; x,=2; xs=1. 7.10. (1;-1;2)

7.11 {g—%&‘; —1?7+x3 —%x4; x, €R; x, € R} .7.12. Sistema yechimga ega emas.

7.13. {—% g O} 7.14. (1; 2) 7.15. Sistema yechimga ega emas.

7.16. (1; 2; 3; 4) 7.17. Sistema yechimga ega emas. 7.18.(2; 1; -3; 1)
7.19.(3; -5; 4; -2; 1) 7.20. (1; 2; -1)

8.1.1=7, coso=2/7, cosP=3/7, cosy=6/7.

82.M(3+2:3;-3),r =3(N2i+ j-k)83.a = 2b — 0,8¢

8.4. Ko’rsatma AD=BC tenglikdan ular koordinatalarining tengligi
(x-1=6-3) kelib chiqadi (4;0; 6) 8.5. B=C=45" 8.6. 90°

8.7.Prya = ‘”— r b= w2 8.8.1) 243 2)40  8.9. 30

5
8.10. OM =+/(2+m)* =/7; ON =+(Bm+n)* =13 ;

OM*ON 17
‘OM‘ ‘ON‘ 201

COSQ= =0,891; (p=270

8.11. (4;-2:6;8); (25:1;9;38); (-8:-5;7;-8) 8.12. b =2a, - 3a,

813.b =a, + 3a, - 2a, 8.14. Yoyib bo'Imaydi.

815. b = a, —Ta, —Ta, 8.16. \£12da  8.17. u=3J5 ;cosa=-——
345

8.18. (a+b)’ = a’+ b*-2abcosg (kosinuslar teoremasi)

(a+b)’+(a-b)’=2a"+2b" (parallelogramm dioganallarining xossasi).
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8.19. /7 VI3 8.20. 5/6 8.21. cosq)Z%
8.22. cos9=0,26/10 ; p=34"42 8.23.120°
6 31 5
824.a)cvad b b)=—; b,c)=———; b;d)=—
) ) cos(a,b) Tios cos(b,c) Wi cos(b;d) T

9.1. Chiziqli erkli. 9.2. Chiziqli bog’lig. 9.3. Chiziqgli bog’liq.

9.4. Chizigli bog’lig. 9.5. Chizigli erkli.  9.6. Chizigli erkli.

9.7. Chizigli erkli.  9.8. Chiziqli erkli. 9.9. Chiziqli bog’liq.

9.10. Chizigli bog’liq emas. 9.11. Chizigli bog’liq. 9.12. Chizigli bog’liq.
9.13. Chizigli bog’liq emas. 9.14. Chiziqli bog’lig. 9.15. A=0.

9.16. Chizigli bog’liq emas. 9.17. Chiziqli bog’liq emas.

9.18. Chizigli bog’liq. 9.19. Chiziqli bog’liq emas.

9.20.Chizigli bog’liq emas. 9.21. Chizigli bog’liq emas.

9.22. Chizigli bog’liq. 9.23.a) (6; 5; 8,5; 3,5) b) (-77; -44; 24; -10)
9.24. (-8; -5; -12; -5) 9.25. (-11,5; 7,25; 6,75; -2,25) 9.26. Yoyish mumkin.
9.27. Yoyish mumkin. 9.28. Yoyish mumkin. 9.29. Yoyish mumkin.
9.30. Yoyish mumkin emas. 9.31. Yoyish mumkin emas. 9.32. A=15.

9.33. A#£12. 9.34. AeR. 9.35. Hech ganday A uchun.
10.1Bazisi a;, a, a; rangi3 10.2. Bazisi a;, a, a; a, rangi 4
10.4. b=0.5a;+2a,-0.5a; 10.6. (2;-2;1) 10.7. a)a; a,, b)aa;

10.8. Ixtiyoriy ikkita vektor bazis tashkil etadi. 10.9. r=2; (a; a;), (a;a;)
10.10. r=2; (a; a;), (a;a;3),(a;a,) 10.11. r=2; (a; a,), (a,a,),(as;a,)
10.12. Ortogonal emas.  10.13. Ortogonal. 10.14. Ortogonal emas.
10.15.0rtogonal.  10.16.0rtogonal va ortonormal vektorlar:b,(1;0), b,(0;1).

b 1 1 1
10.17. b,(1;1;1;0), by(-2;1;1;3), b3(1;-3;2;1) L =| —;—;—:0],
b_z:(_2.1.1.3j &:(1._3.2.1]
o] 15 s 15 15 )’ b\ V15 15 V15 V15
10.18. a;, a> a;s a,- bazis, r=4 10.19. a;, a>, a;—bazis, r=3

10.20. a) a;, a, b)a a, ¢)a;, a,
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10.21. a;, a, as va a;, a, aslardan tashqari ixtiyoriy uchta vector bazisni

tashkil qiladi. 10.22. Ychta bazis. 10.23. a;, a,, a; as bazis tashkil qgiladi.

bo(1 1) b, 11
10.24. b=(1;1); b~(-1;1); W:(f;ﬁj’ W:(_f;fJ
1 2

10.25. b,=(1;0;1;0); b,=(-1;2;1;2); bs=(2;1;-2;1)

—_

B (Lol b L2 L2} h (2 1 2
|b1| \/E’ 7\/57 2 |b2| m’m’\/ﬁ’\/ﬁ 2 |b3| \/ﬁ’\/_oﬂ \/ﬁ’ 2
10.26. b;=(1;1;1;1); b,=(1;1;1;-3); bs=(1;-2;1;0)

bo(LL L) b_z_( R 3} by [L_i _.Oj
|b1| 2327292 s ) \/E’\/E’\/ﬁ’ \/E s |b| \/— \/—a >

11.1. (-2:1;0;0), yoki (1;0;1;0), yoki (1;0:0;1) 11.2. (%;%;1)

11.3. (0;0;0;0) 11.4. (8;-6;1;0), (-7;5;0;1)
11.5. Fy(-11;-6;0;0), F;(11;7;1;0), Fx(5;3;0;1)

13 .6

11.6. F=(-1;1;1;1), Fy=(0;0,0;1) 11.7. Fo—(— 0) FJ—(_ = 1)

118, Fr(1150:0), Fi=(-252310), F(-15-1:0:0)

11.10. F,=~(0;0:0), F= (-g ALy 1111.00;0,0) 1112 F= (33 g;%;l)
11.13.F,=(8;-6:1;0) ,F2=(13;-5;0;1)
1114 F(C - 250,00 F = 525050 1L1s. Pl b

11.16. F;=(-1;1;0;-2;3), F,=(4;0;1;-1;-3)
11.17. FO—(-7'-— ;0;0,0), Fi= (-7,- ,1,0 0) F= (-7'-— 0;1;0),

F3—(-g 2B ;0;0;1) 11.18. (-1;0;1) —yagona yechim.

12.4. Bazislaridan biri ;. a,. 0’lchami 2;

b_1=(3‘_1‘2j.b_2(23 53 Sjlzsx(fij
b| V147 V1414 ) by (3402 3402 3402 77

12.6.0rtogonal emas. 12.7.0rtogonal emas. 12.8.0rtogonal emas.
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12.9. a) e1‘=e2; e2‘=e1+2e2 b) 61’=-€1+ez, 82’=-261+€2 c)eI’=e1-e2,
e2’=e1+e2

Cosa 0 Sina
12.10. P=| 0 1 0 |12.11. Bazislaridan biri a;, a,, a,; o’lchami 3;

—Sinaa 0 Cosca

ﬁ_l,z,_l,s) b_z_(_1,7_13_0j
b (V157157 157415 b, V219 4219 V219"

b3 15909 18723 15906 12483 5 1
— = : : — b.|=+1022473135 12.12. ——
AR |b3|] sl = {33

12.13. x(g;—%;Oj 12.14. Ortogonal. 12.15. Ortogonal emas.

e, =—3e, +4e, — 3e,
12.16. <e, =20e, —17¢, +13e,
e, =24e, —20e, +15e,

13.5. 6¢, —19, 13.6. —4e, +7e, +7e, 13.7. [_i 1;)

13.8.(4c,—c), A=1(c,—¢) 1=-2
13.9. (2¢,¢c,¢), A4 =1, (0,¢,, ¢,), A4 =3 (6¢,,~7c,,5¢,), A, =3

1 0 2 1
0 01 2 0 51
13.10. (¢, ¢, —¢), A=—-1 13.11.|1 0 of; 13.12. 1)
0O -1 3 2
010
1 1 2 3
-2 0 1 0
1 -4 -8 —7
)N I 13.13. 2=2, x=(¢, 2¢,, ¢,);
1 3 4 7

13.14. 4, =1, x:(c, c, c); A4, =0x=(c, 2¢, 3¢) 13.15.4 =], X(3C, C, C);
13.16. 4, =1, x:(2c1 +c,5 ¢ —cz); A, =—1, x=(3c, 5c, 0)

1317. 4 =2, x=(0,¢,0) 4, =-1, x(0, c,, —c,)

1 0 00
200 0 -1 0 0
13.18.{0 1 0 13.19.
0 0 20
0 0 -1
0 0 0 3
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2 2 -3\ (x -1 1 25
145. L=(x;, x2x3) | 2 3 5||x,| 146.| 1 4 05
-3 5 —1) |x, 2505 -1

14.7. L=(y,,y,)=19y} =22y,y, +6y?  14.8. Musbat aniglangan.
14.9.Manfiy aniqlangan.14.10.Musbat aniqlangan.14.11.Manfiy aniqlangan.

14.12. Umumiy ko’rinishda. 14.13. Manfiy aniglangan.
14.14. Musbat aniglangan. 14.15. 4y +4y; —2y: 14.16. 8y +8y> +5y;

14.17. y! +y; —y: 14.18. 9y} +18y; +18y;

15.1. a) x+2y-25 =0 b)-%“ 5 c)%+%=l 15.2. 54 kv. birlik.

15.3. x+y-4=0 15.4. x+y-7=0 15.5. x+y-5=0 x+y+5=0
15.6. |4B|=10 Pr, AB=8 Pr, AB=6  15.7.1) arctg% 2)45° 3)45°
15.10. y=2x+9 y=-%x+4 15.11. 5x+2y+(-4)=0 S5x+2y=25

15.12. x+y-2=0  15.13. AC: x-3y+2=0; BD: 3x+y=10; BE: x+y-2=0

15.14. 3:-1), (3:3), (-%%} 45°, 71°31°, 63°24°

1515. x+3y+13=0;3x—y+9=0;3x—y—11=0 15.20. 135°
1521. \Bx+y-1=0  15.22. 3x+2y=0 15.23. x+3=0, y+4=0
15.24. y=0,4x-3y=0,4x-3y+12=0; y=4 15.25. x+y-4=0,x-y+4=0; y=3; y=0

1526. 2+2=1, 2+ Y o 1527.2)0°, 1)90°
4 3 -2 -6

15.28. AE: 2x-5y=-4, AD: x-2y=-2 [4E|=29
15.29. ng=§ teB=tgC=2. S=16 kv.birlik

2
15.30. a? kv.birlik 15.31. A=36" 52" B=128"52’
15.32.(0;2), (4;0) (2;4), (-2;6).
16.1. X’ +y* +4x-6y=0 16.2. x>+ +6x=0 16.3.tga=-24; a=112°37

16.4. (x+4)> +(y+1)* =25 16.5. x> +y* -8y =0
16.8. b=1,4; 3; 4; 48; 5 £=0,96; 0,8; 0,6; 0,28; 0
2 2
16.9. a=150 min. kv. s=—- 16.10. 42 =1, p=11; r,=5
60 64 28
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2 2
16.11.%+y7:1; g=§; M=4-\3; r=4+3;  16.12. (-%5 ﬂj

4
16.13. 0,4 16.15.a = 5,b = 10v/2,F,(—15;0),F,(15;0),y = +2/2x

2 2 2 2
16.16. x> -y* =a* 16.18. b; 2arcz‘gé 16.19. ——y——l (yoki =—-2_=_1)
a 9 9 16
16.20. y=i§(x+5) 1622.1) 3 =9%,  2) y=—x’

16.23. y* =-3x, x = 0.75y yoki x* = -3y, y = 0.75x 16.24.(3;453\/5)
Ko'rsatma: izlanayotgan aylananing tenglamasini x2+y2+mx+ny+p=0
ko ‘rinishda yozib olish kerak.

2 2
16.25. (x+4) +(y+1)* =25 16.26.§—6+%=1; g=§; n=3; r=9;
16.27. (+£§j 16.28. (0:£av2); 90° 16.29. -2 1
2
16.30. 1) y* =—4x; 2) y=x 16.31. (x—gj +y? = p? (129 +pj

17.1 x+4y-27=2 17.2. xty=2a 17.3. x-ytz=a 17.4. 2y-3z+7=0

z

17.5. 3y+22=0 17.6. 2x+y=0 17.7. 2+Z=1  17.8. x+y+z=4

a C
17.9. %%%:1 17.10. 1)45° 2)78°30" 17.11. x-2y-3z=4
17.12. 2x+3y+4z=3 17.13. x-2y-3z+14=0  17.14. 3x-4z=0

17.15. x+y=4 17.16%+%+§:1 17.17. 2x+y+z=a 17.18.2x-2y+z=2

17.19. 2x-y+z=5 17.20. 3x-y=0 va x+3y=0 17.21. 3 17.22. 6
17.23. 242 17.24. (1;-1;2) 17.25. 3x-4y+z=11
18.1.P(0;0;1) 18.2.1) P=i 2) P=i+k 3)P=j+k

x+1 y-2 z-3

= = Cosa =03v2; CosB=042;  Cosy=-0,5v2
18.3. 2 4 =5

x=-2+t x=1+t¢
184x=2; z=3  185.1) {y=1-2t 2)y=1- 18.6. Singo:%
z=-1+3¢ z=2+t 6

18.7. 1Ikkala to’g’ri chiziq uchun ham Am+Bn+Cp=2.2+1+(-1)+(-1)-3=0,
lekin birinchisining (-1;-1;1) nuqtasi tekislikda yotadi, ikkinchisining (-1;-1;-3)

nugqtasi esa tekislikda yotadi.
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18.8. y+z+1=0 (to’g’ri chizigning tenglamalarini x;2:yT—l:§
ko rinishda yozish mumkin).
18.9. x-2y+z+5=0 18.10. 8x-5y+z-11=0
1811, 1) ¥=4_Y=b_2=¢ = jemak, {““ 2)z=c va *=4_»=b
0 0 1 y=>b m n
1
18.12. COS(p:E 18.13. 3x+2y=0 z=4 18.14. 0,3+/38
18.15. {x: 6 73 x-6_yo4_Z iani: (6:4:0), (0:0:2)
y=-2z+4 -3 -2 1
18.16. %:y;“:g 18.17. P(0;1;0) 18.18. y=-3; 2x-z=0

18.19. Tenglamalarni kanonik formaga keltiramiz;

X_YHT 275 gy XY 2 =20 10952 =178
1 2 2 2 3 6 21
18.20. x+2y-22=1 1821. (5;5:-2)  1822. (6:4;5)
18.23. x+2y-52=0 1824, =2 _y-1_=2

-9 8 11

19.1.yo‘'q 19.2.ha 19.3. ha 19.4. ha 19.5. yo‘q

19.6. ha 19.7.yo‘q,yo‘'q 19.8.yo‘q 19.9.yo‘q

19.10. yo‘q, masalan o‘tmas burchakli tomonlari umumiy bo‘lgan
uchburchaklar.

19.11.yo‘'q 19.12.yo‘q 19.13. yo‘q 19.14. ha 19.15. ha

19.16. O, A, C, K, E - chetki, B, D - chegaraviy

19.17. A, C - chetki, O, B - chegaraviy, K - ichki

19.18. A - chetki, B - chegaraviy, C - ichki

19.19. to‘g‘ri chiziq, chetki nuqtalari yo‘q

19.20. chetki huqtalari: (3; 0), (5; -2/3), (5; -1) bo‘lgan uchburchak

19.21. parallel to‘g‘ri chiziqlar tashqarisi, chetki nuqtalari yo‘q

19.22. chetki nugqtalari: (0; 0), (0; 3), (4; 0) bo‘lgan uchburchak.

2
(2n-1) : ) x, =3"+(-1)".

202.2) x, =+;  b)
n!

2
n

‘(—1)n”+1‘<n+1: 1

20.3.b) |x,| = T < I+ <2; ¢) |Sinn|<1; d) |xn|=‘1—(_1)"

<2.
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20.4. b) Monoton o‘suvchi x,,, —x, =3""-2"" —(3” —2”): 2-3"-2">0;

¢) Monoton o‘suvchi x,, —x, =(n+1)° =1 -+n* -=1>0;

n+l1

d) Monoton o‘suvchi x,, —x, => k=Y k=n+1>0.
k=1 k=1

20.6.% 20.7. 2 20.8. % 209. 0 20.10. +2
4 3 5

20.11. 0 2012, 5 20032 20.04. 5 20.15. 0
20.16. 3 20.17.1; Ko‘rsatma: 21 :l( b1 J

2 2 4n° -1 2\ 2n-1 2n+1
20.18. % 20.19. ‘% 2021. (1,0) 20.22. Go) 20.23. (3,2)
20.27.3 2028. 1 20.29. 2 20.30. 1 20.31. V2
20.32. 0 20.33. % 20.34. 1 20.35. 1
20.36.% cheksiz kichik miqdor;1  20.37. 1, agar 6<1; 0, agar b>1

og, n!
20.38. 1 2039. 1 20.40. %

21.2. (—o0;1)U(3;+ ) 21.3. {1;%} 21.4. [-2;0]u(0;1)  21.5. [0;3]

2
21.6. x=-1, x=1 nuqtalar. 21.7. (0;1)u(l;+) 21.8. {xe[—4;4],x¢ 16—%}
21.9.(&2} 21.10.[2ﬂn—£;£+27mj
3 272

21.12.Sinx—Cosx:\/ESin[x—%j; [—\/5; \/5]

21.13. x+l > 2; (—oo;—2]u[2;+oo) 21.14. [O;%}
X
2115, y=1+——y2 L (Col)u(ire) 2116 (12F 2L >0
x—=2 y—l

2 2
21.17. ye(—oo;——}u{—;—kooj 21.19. Togq.

T T
21.20. Juft ham emas, toq ham emas. 21.21. Juft. 21.22. Juft.

175



21.23. Juft. 21.24. Juft. 21.25. Tog. 21.26. Juft.
21.28. f(x+T)=f(x) tenglik ixtiyoriy 7 uchun o'rinli, lekin 7 larning ichida eng

kichigi yo‘q, davriy emas. 21.29. 477[ 21.30. Sinx-Cosx=\/5Sin(x-%), 2r.

2131.27. 21.32. coszxz”cz‘”zx;ﬂ. 21.33.7=1.

21.35. y=-x chiziq nuqtalari va bu chizigdan yuqorida joylashgan barcha
nugqtalar to'plami.

21.36.Tekislikning ikkinchi choragidagi nuqtalar to plami.

21.37. {(x;y): x* 57 <9}, 21.38.x20,y20, x=./y. 21.39. y=x.
21.40. R\{(x;p): x=1, y=0}.  21.41.{(x;y): 0=x’+7’<l, 1*S4x).
21.42.{(x,;y): x< -2, x>2, -1<y<l1} 21.43. (-00;-21U[1;400).

21.44. —x>0; (-o0; 0). 21.45.[0; 4].

21.46. (%)x > 1 tenglik x<0 da o'rinli (-0 0).

21.47. (-3 0) U (0; +). 21.48. [3;+).
21.49. Sin’x-Cos’x=-Cos 2x; [-1; 1]. 21.50. (-o0; %].
21.51. 0 < |x| < +o0; (—oo31]. 21.52. (= oo=1)U (= I;+0)..

< +00;[0;400).

2
21.53.0<44-x* <2, 1< ——

4—x

21.54. Funksiyani aniglanish sohasi x = %+27rk(k € Z), qiymatlar sohasi y=0

nuqta. 21.55. Toq. 21.56. Juft. 21.57. Toq.
V2Sin(2x+75)
21.58. Toq.21.59. 6 . 21.60. 127.  21.61. y=2 s
21.62. y=log, 1‘°;’S Lo 21.63. Tekislikning birinchi
choragidagi nuqtalar to‘plami. 21.64. {(x,y);x> +y* <1},
26. 3. 27. 1. 22.8. - 229. 2.
2 2 V2 3
22.10. 2. 22.11. M. 22.12. 1. 22.13.-1.
3 3 2

176



22.14.-2.5 22.15. . 22.16.-2. 22.17. %

Sinx| 1 1
22.18. 1. 2219, fipnq Sl 1 22.20. - .
!lg% Sinx~/1—Cosx \/5 56
2221, 2 22.22. 3. 22.23. % 22.24. 1.
22.26. 4. 22.27. 2. 22.28. 2Cosx.  22.29. %
22.30. 8. 22.31.-42. 22.32. 4. 22.33. 3.
2234, -1 2235 %2 22.36.-2. 2037, Y2

2 9 4 3
22.38. (%)_Fy; -1 22.39. % 22.40. -1.  22.41-12.
22.42.—% agar a<(0 va o, agar a<(. 22.43. 2.5 22.44. 5.
22.45. -2 22.46. % 22.47. 642. 22.48. %
22.49. ’"7 22.50. x:2+a;i. 22.51. % 22.52. —2sinx:
22.53. sec’x,;  22.54. -g. 22.55. . 22.56.2.
22.58. L. 22.59. 1. 22.60. . 2261. L.

2 2 4
22.62. -2. 22.63. % 22.64. 2. 22.66. .
22.67. e. 22.68. ¢ . 22.69. . 22.70. .
22.71. . 22.72. ¢ 2. 22.74. 2L 22.75. 3.

a

22.76. 0. 22.77. ¢, 22.78. 0. 22.79. c.

23.1.b) f(1-0)=3, f(1+0)=2, A2-0)=f2+0)=4;

¢) A1-0)=A2-0)=A3-0)=1, A1+0)=A2+0)=A3+0)=0;

d) (1-0)=-o, f1+0)=tw 23.4.x=2 da 2-tur uzilishga ega.
23.5. x=2 nuqtada yo‘qotiladigan uzilishga ega. 23.6.x=-1 1-tur uzilish
23.7. x=0 da 2-tur uzilish f0-0)=0 A0+0)=+x
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23.8. x =12 da 1-tur uzilishga ega. f(-2)=f(2)=2.5; f(-2-0)=f(2+0)=3;
f(-2+0)=f(2-0)=2. 23.9.x=2 da 1-tur uzilish f(2-0)=2; f(2+0)=0.
23.10. x=0 va x=rda l-tur uzilishga ega, f(0-0)=-1, f(0+0)=1;
f(7-0)=-1; f(#+0)=1-z  23.11. x=1 da 2-tur uzilish; f(1-0)=-1;
f(1+0)=tw 23.12. x=0 da 2-tur uzilishga ega,
f(0+0)=f(0)=1; £(0-0)=+w; x=2 da l-tur uzilishga ega, /' (2-0)=2=f(2);
f(2+0)=3 23.13. x=2 , x=-2 nuqtalarda 2-tur uzilishga ega
23.14. x=1 da 2-tur uzilishga ega; f(1-0)=+w; f(1+0)=1
23.15. x=3 da 2-tur uzilishga ega; f(3-0)=-o; f(3+0)=+w
23.16. x=2 da 2-tur uzilishga ega, f(2-0)=+o; f(2+0)=0
23.19. a) f(2-0)=4, f(2+0)=5
b) E(-2-0)=-3; E(-2+0)=-2; E(0+0)=E(0-0)=0; E(1-0)=0; E(1+0)=1
C) f(2+0)=+0; f(2-0)=—00 23.21. x=-2 da 2-tur uzilishga ega
23.22. x=0 da uzilishga ega f(0-0)=3; f(0+0)=1
23.23. f(-2)=12)=f(0)=2; f(-2-0)=f(2+0)=£0-0)=f0+0)=4;
f(2+0)=f(2-0)=0 23.24. £(0-0)=1; f(0+0)=0
23.25. £(2-0)=0; £(2+0) = +o0

2
24.3. (1—%] 24 4, 6x+?3\/?+% 24.5. 3x*Sinx + x’Cosx
x x
. Q3 2
24.6. CosxInx + Sinx 24.7. % 24 8. 2xctgx — x2
X (x*" =1 Sin~x

X

24.10. e*arctgx + ¢ 24.11. -

1—x2 1+x7 X’

xSinx + 2Cosx

24.9. arccosx —

24.12. 2 24.13. 9x° Inx 24.14. !
(x"+1) 1— Sinx

1 x(Inx* +1)
_— 24.16. ———=
2x(Wx +1) In3

. _ 2 . 2
24.17. Sinx — xInx Cosx 2x + x Cosx Sinx 2418, tgx x2t§x+ 2x :
xSin“x (1+x7) (1+x )Cos X

24.15.

2
1+x

24.19.

2
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24.20. a) Ay =|In(1+ Ax)| = {

da hosilaga ega emas.

In(1+Ax), Ax >0

_ln(l-i-Ax), Ax < 0’ f+(1) = la ,/f_(l) = _1, funkSIya =1

b) £.(0)=1, f(0)=-1; £.(0)# £ (0). Demak, f'(0) mavjud emas.
24.22. y:x+§ 24.23. y=-2+2 2424, y=r1—x
_ 19 ) 3
24.25. y=4x-2va y= ~2" +Z 24.26. ¢ =90 Q= arctgz
2 8
2427, p =45 va ¢ =135° 2428 1gp=7 o=
2429. p=F, p=%
. . (0 - 4 b (D - 4
24.30. Ay = (6x” +10x)Ax + (6x + 5)Ax* + 2Ax°;  dy = (6x” +10x)dx
24.31. Ay = dy =0.05
24.32. a) Vxdx; b)—x’edx;  c¢) x*Cosxdx; d) (g} ln(ngx
24.34. 1.006 2435.2.0125  24.36. Sin29° = Sm[%—%j; 0.484
2 1 1{ 1 1
24.37.0.811 2438. | 11 2439, | ——
2443, ZrSimx 24.44. y=x+1, y= -x+5 24.45. x-y+1=0
(1+ 2Sinx)
24.46. 2) x=2; b) x=—> 24.47. arcig 24.48. 4¥
4 3 a +x
2
2451, Gl rldreshie ) o o 24.53.0.851
(x+2) (x+3)
24.54.0.078 24.55.1.9938.
259 o 6(x+1) 753 4Cos*2x 254 Sin%
o y_2x2+3x T Jax + Sindx o ) ,z—Sinz
2 2
25.5. lea(Cosf—Sinfj 25.6. —3x 25.7. —Cos* 2 Sinx
a a a 1 =32 3 3
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25.8. cta® X
ctg >

25.11.

25.14.

25.17.

25.20.

25.22.

25.25.

25.28.

25.32. -

25.35. -

25.38.

25.42.

25.44.

25.46.

25.49.

25.53.

25.56.

mx
(1 — mx? )%

4
Cos’x

Sinx

3sec’ x-sec’ tgx

i-ctgx 25.26. 2xe*Sinx 25.27. —l(log)r ey

In2 X
7 2 2x% +11
“(1+1 25.29. —x ©2 25.30. -

*(l+in) " (¥ —3x+2)x*-7+12)
Ax+By+ D 1533 X 2534, y(y xlny)
Bx+Cy+E T 3y ' x( ynx)
yCosx + Siny 2536 € —y-271n2 2537 2y
xCosy + Sinx T e —x-29In2 T

Y2539 —crat 25.40. —1gt 2541, 12 2;)

. -

ctht  25.43. 1)2Cos2x; 2)2tgsec’ x; 3) ! -

(1+xz)/2

- 2)e " (3-1), 3)—2"(3x2 ~’)

x2 > 4 (x2 +a2)3
n x n—1
(-lj ;o o547, G135 (2n23) 25.48. n!
a 2’1\/)(:2’1_1
sm(“%j 25.50. z“cOs[zH ”;”j 25.51. (_1)"%
3
dy=tnxdy, a0 g, 1 o554 7 2555 e
X X
6(x+1) 25.57. cosec 22t 25.58. Voo -

i2x2 +3xi

25.9.
X +9

25.12. Cosec® X . ctg ™
2 2

Cosx1n Sinx

25.15.
(1+ In Sinx )’

1

25.18.
xz(x—l)

25.10. 3¢5 *Sin6x - Sin*3x

25.13. —

25.16. ————
(x2 +2x+2)z

Inlnlnx

25.19.

xlnx

25.21. 6233 [In 2. Cos2x - Sinx

25.23.

1+x
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1 v 2 10

25.59, ———— 25.60. -2 ¢ *Sin’e™" 25.61.
xvax? -1 x(x +2)
2562 M 25 68 ctgxIn Cosx + tgx In Sinx 2569, 0
(x+e2)C)z In* Cosx
2
25.72. -2, L 3) bzx
y y a’y
25.73. 1)- 212 2 2X=Y 2574 1)—3|%: 2t
xX+2y x—2y y e’ +x
X QO -y Qs 2 _
25,75, S reSine 56 Ly gsg7 -ty g2
e*Cosy + e Cosx y y (l—x)
2
2578. )L il ]
aSin’t 4t dasin® -
25.79. 12 (25> -1} 2L ”, 3)—— 1
4 4a Sin® =
25.80. 357 @nt]) 1o 55 gy M2 Hs ey —1.5-2"Cos(2x+ﬂj
2" 2x+1)" 2
25,84, Mlad —bef=c)” 25.85. k"

ex+d
25.86. dy = 6(2x —3)%dx; d*y =24(2x —3)(dx)*; d*v = 48(dx)>.
26.3. Tatbiq qilib bo‘lmaydi, chunki x=0 bo‘lganda hosila mavjud emas.

2
26.4.x=3 da 26.5. C{“b;(“b) ] 26.6. c=2
2 2 4
26.7. M(2; 0) 268, bimat 3 _Advabsr)
’ b*—a’> 2c’ 3a+b)
2 3 n 3 5 2n-1
26.9. TN
n 5! (2n-1)
x2 X Xt ax" 31
26.11. In(l+x)=x—"—+" ="+ .+ (=1)" =+ 26.12. 1—
2 3 4 n
26.14. 4 26.15. ¢ 26.16. 2 26.17. 7{
26.18. % 26.19. -% 26.20. 1 26.21. 1
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26.22. 1 26.23. 1 26.24. 1 26.26. x=4 da

26.28. M(@;ﬁj 26.29. m(V/3; 0) 26.30. 1) |2 -1
36 216 /4
4 1 % 15)’
2) fi-+ 3 L 26.31.1) ~ 2):[12) ~24
) 7’ ) In2 ) 4 )] (4}

2 4

2n
26.32. COSX:l—x_+x_++(_ 1)n+l X
24 (2n)

+ ...

a(a - 1)(a - 2)...(a —-n+ 1)

26.33. (1+x)° :l+g+a(a—l)ez +ot
2! 2!

26.34. % 26.35. % 26.36.0.18 26.37.18

26.38. % 26.39.0 26.40. 0 26.41. %

26.42.2 26.43. ¢

27.3.x=1; y=2 274 x= % y=x +% 27.5. x=0, y=0

27.6. x=0 27.7. y=2x 27.8. y=0 27.9. y=x

27.10. y:iéx 27.11. D(y)=(-o0; +0) x=0y=1 y=0x=1; og‘ma
a

2
—X

y'<0 (x # 0 da) bo‘lgani uchun, funksiya kamayuvchi.

asimptota y=-x ; y=0x=0; y=0 x=1

—2x . (—o0; 0) va (1; +0) da botiq, (0; 1) da gavariq. Egilish nuqtalari

(0; 1) va (1; 0).
27.12. D(y)=(-o0; +0) juft funksiya va davri T = ﬂ[ﬂk; %Mzkj da o‘suvchi,

T

(% + 7k 7+ nkj da kamayuvchi, y_. (7)=0, y__ (% + 7[]() =1 (— i 7k; %4‘ ﬂkj da

botiq, (%wzk;%zwzkj da qavariq; egilish nuqtalari (—%+7zk; %] va

(£+ﬂk; l), keZ.
4 2
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27.13. D(y)=(; +=); x=I va y=0 asimptotalar. Kamayuvchi va botiq
fynksiya, ekstremumlar va egilish nuqtalari yo“q.

27.14. D(y)=(-0;-2)U(-2;2)U(2; +o) toq funksiya, x=-2, x=2, y=x
asimptotalar, (— o0; —2\/5) (2\/3; +oo) da o‘suvchi, (— 2\/5;—2) (-2;2) (2; 2\/5) da
kamayuvchi y (2x/§ )= 33, V. (— 2\/§)= 34/3. (—o0; —2) va (0; 2) da qavariq, (-2; 0)
va (2; +) da botiq, egilish nuqtasi (0; 0).

27.15. D(y)=(~o0; +0); (— o0; %) da kamayuvchi, G +ooj da o‘suvchi,

1\ 27 ! . (1 N .
v (Zj =1 (— o0; Ej da va (I; +) da botiq, (2, IJ da qavariq, egilish nuqtalari

(%; _1j va (1: 0).

27.16.x:%va x:%r da y =L5, xz%day =1.

max min

27.17. x=0 da y =0,x=2day=to x=4 da Yy =8 x=2va y=x+2

max min

asimptotalar.

27.18.  D(y)=[0; +), (O; %) da kamayuvchi, G;+ooj da o‘suvchi,

1 2 . .
—~ |=-—=, funksiya botiq.
ymin[?,} 3\/5 y q

27.19. D(y)=(-o0; 0)U(l; +0); x=1, x=0, y=0 asimptotalar; (-) da o‘sadi,
(I; + ) da kamayadi, funksiya botiq, ekstremumlar va egilish nuqtalari yo‘q.

V3 oz

2720. x="da y =""-Z2034
6 max 2 6
T T Vs
x=—— da ~—-034; x=x—da y=+—=%1.57
6 ymin 2 y 2
2721. x=Z da y =% 1 1~257 x=3—ﬂ da y =437 x=0va x=7
4 min 2 4 max
asimptotalar.

27.22. D(y)=(~o0; +); y=x asimptota; (oo, 0) da kamayadi, (0, +) da
o‘sadi, y (0)=1, botiq funksiya.
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27.23. D(y)=(~o0; +); toq funksiya, y=-1 va y=1I asimptotalar, (-, + ) da

o‘sadi, (-, 0) da botig, (0, + ) da qavarig, egilish nugtasi (0; 0).

27.24. D(y)=(=o0; 2)U(2; +0), x=2 va  y=x+4 asimptotalar,
(—o0,2) va (6, +=) da osadi, (2;6) da kamayadi, y (6):277, (-, 0) da qavariq
(0, 2) va (2, +=) da botiq, egilish nuqtasi (0; 0).
27.25. x=0, y=2x 27.26. x=0, y=-3x
27.27. y=0 gorizontal asimptota. 27.28. y=0.5x+ =, y=0.5x
27.29. y=05m+1, y=—0.5m +1.
ﬂ_z_ 2y ﬂ_z: —2x

28.3. ax  (x+v)2' By  (x+y)?

28.4. g _ i.'.-?:;; du_ —Zey— iI'.%‘-'?j; du_1 v
ax dy ¥* ¥* az  y

28,5, &S, G -Cox,, 2862 > . = _ "W

ox Cosy 0oy  Cosy dx  xi+yi Ay xP-yE

28.7. & = Sin(x+ y)+ xCos(x + y), & =xCos(x+y)
ox oy

i _'l'rz az —i
28.8. % = = y
3x  (Z4y?)yx24y® 3y (xZ4y?) xZ4y?
oz —ylxl dz |«
2895 == 5, =T
dx E T . ﬂ'}r x4 f xS —y
du y . Gu 3 du 2y?
28.10. — ==; —=2'Jx+6yVz?;, —= Y.
dx vx Ay Az =z
dz [v2+1 8z Vx(y®-1)
ax  xy © By 2yyy+1
9z ' in2 9 1 gin2 :
28.12. - = _l ES:HI CD‘SE; —_— —ESIanDSl;
9x x? x 9y x x

28.13. dz = 15x*y*dx + 10x*y dv;
2814.dz = (L —2)dx + (S + 3)dy

X

28.15. dz = cosy (sinx)*>Y 1cosx dx — (sinx)°°¥sinyIn sinx dy;

28.16. dz = 2e* *¥ (x dx + ydy); 28.17.dz = ﬁ (y dx + x dy);

28.18. dz = sin 2xdx — sin2y dy; 28.19. dz = (mi - l)dx +=dy;

28.20.dz = yx¥~1dx + x¥Inxdy;
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_ ¥ i 1 1 x )
28.21. dz — (xzcajzi + }rjinz;) dx + (xcgjz§ + }rzsiﬂzz) d:}’l

2dx + dy .
cosZ(2x+yy) 24y cosZ(2x+/y)

28.23. dz = e (y dx + x dv);

28.22.dz =

az az

28.26. Pl sin(ax — by); P b sin(ax — by);
28.27. 2% = Gy o Gy 2o

28.28. g = ctg(x — 2y); Z—i = —2ctg(x — 2y);
28.29. % —2sin(2x —vy); :—i =sin(2x—vy);
28.30. 2% = “:EZ_:,]; = ”:(z__-.-):

X
dz dz x
2831 == —2F . S~ .
dx 2oyl +xy) dy 2yxp(1+xy)

28.32. % — 5. z—i _er (1 - f);

ax

v
28.33. 2—: =(v—2)2x—y—12); 2—: =(x—2z)(x—2y+2z);
d
= G-z y - ),

28.34. dz = x™ 1yt (mydx + nxdy);  28.35. dz = - (Ydx + xdy);

——dx +

Jx24y7 (2 42

VXS HY
28.37. dz = —e s> sin(xy) (ydx + xdy);

¥

28.36. dz =

dy

—e*y (2 *(, 1 :
28.38. dz — e [(v + x) dx +* (x _v) d}r],
28.39. du = y2zx¥ Z dx + x¥ Zlnx - 2yzdy+ x¥ Zlnx - y2dz

29.2 gl’ad i %i"‘ %j 29-3. gardz ::P'ui-xuj

2 2
Xa+¥o

29.4. gard u=yzi+xzj+xyk=2i+j+2k |gradu| =3

grad u| = ? 29.7. x= -4 vay=I da z,,;,=-1

29.5. grad u= i+§j,
29.8. x=y=4 da zyu=12 29.9. x=1; y=% da z,,=0
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29.10. Ekstremum yo‘q.
29.11. Eng katta qiymati z=1, eng kichik qiymati z=-1
29.12. Sohaning chegarasi uch bo‘lakdan iborat bo‘lib, bu bo‘laklar turli

formulalar bilan berilgani uchun har bir bo‘lakda alohida tekshirilishi kerak.

Topilgan qiymatlar: {— 1, —i , 6,0, —%} dan iborat. Demak, -1 funksiyaning
eng

kichik, 6 esa eng katta qiymati.

29.14. z= -2(J2 +1)=-4,8 funksiyaning eng kichik giymati, funksiyaning eng
katta giymati z=2(+/2 -1)= 0,8 dan iborat

29.15. 6i+4j |gradz| = 24/13

29.16. 2(vsi+xg) |gradz| = 2 x% + 2

29.17. grad z=0,32i-0,64j; gradz= 0,32y/5

29.18. gradu—“:—j—:; |grad u| =1 ixtiyoriy nuqtada
29.19. Zmax:6_14 29.20. Zmin=-l25 29.21. x:y:2?a da Zmax = %

29.22. 2, =0 29.23. zp=4
29.24. Eng kichik qiymati z=-3, eng katta qiymati 17
29.25. Eng kichik qiymati z=arctg(-5), eng katta qiymati z=arctg 7

305.2x2Jx+C 306 %%/?w 30.7. 2arcsinx — x 4 C
30.8.§+x2+1nx+c 30. 30.10.x(y1+§ )+c

30.11. "’*’:"' —3x+6yx—Inx+C 30.12. f(x —HYx+C

30.13. -ctgx—tgx+ C 30.14. -ctgx—x+C
dx sin” x + cos” x
30.15.I ) 5 —_[ —dx =igx —ctgx + C
sin” xcos” x sin” xcos” x

3016, S sin(x*)+ € 301714+ 308, ——(1-2x)* +C

30.19. = (3x* = 5ax — 2a*)ya— x+ € 30.20. Inflnxf+C

186



30.21.%5 Insin x + E+sin2x +C 30.22. =22+ cos?x + C
30.23. xe* +C  30.24. ?(sinx +2cosx)+C 3025 — IT:I +C
30.26. g (9x? —6x+2)+C 30.27. x sin x + cosx + C

30.28. xln*x —2xinx+2x +C 3029 — (- +ctgx)+C

30.30. %arcsinf +C  3031.— ;; +C 30.32. arcsin:—E—F C
3033. = n |;§ +C 3034 x + 2% + 262 4 C

30.35. In|x? —5|+—E *Jh +C 30.36. tgp — @ + C

30.37. i.f.rr.crg:—E +C 3038 —J1+2cosx+C 3039.In ”’:J +C

30.40. im{a +4e¥) +C 30.41. e5"* 4 C
1 2 N Ca
30.42. —+ arctg(0.5cos“2x)+ C  30.43. +arcsin (T) +C
30.44. En|x + 2+ x2| + arcsin%+ C 30.45.-xcosx +sinx+ C

30.46. e* (x2 — 2x + 2) + C 30.47.§x~.fa2 X2+ E?m"csinf +C

30.48. —2+/xcosy/x + 2siny/x + C
30.49. (x + 1)*sinx + 2(x+ 1) cosx + C 30.50. 3tgx + 2ctgx + C

31.9. 16/3: 31.10. 7/4: 31.11. 8/3; 31.12. 3/4242 -1

3
31.13. 1; 31.14. %; 31.15.1/2; 31.16. ”926 ;
31.17. <1 31.18.%—1; 31.19. 2n2-1:  31.20. 1/3;

31.22. 2-In2; 31.23.%45/2;

e+1
31.24. ﬁ““;”ﬁ); 31.25.1n3/2:  31.26. 1“73 3127. /4
1 2 _
3128. 57, 29, F 8. 31.30. 32/3:;
31.31.10/3+42/2xInG3 +8) = 4.58 (birlik)’ 31.32.2 (kv. birlik);
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31.33. 1/2In1,5; 31.34. 57, 31.35. 12; 31.36. 64r/3;

3137, FHD7. 31.38. 3274 3139, 1/6:; 31.40. 1;
4 105

31.41, V31, 31.42. 2In15-1/3; 31.43. arcige—n/4;
31.44. (z-2)/4: 3145 z/2-1;  31.46. (1-1n2)/2; 31.47. 80/3;
31.48.10/3++2/2In(3++/8);  31.50. In3; 31.51. 127.
32.8. Uzoqlashuvchi; 32.9. 1/2; 32.10. 1; 32.11. 16;

3/ . 7  In2, .
32.12. /2 3213, 24 =5 32.14. Uzoqlashuvchi;
32.15. Yagqinlashuvchi; 32.16. 2; 32.17. Uzoqlashuvchi;
32.18. Uzogqlashuvchi; 32.19. r; 32.20. %; 32.25. %;
32.26. % 32.27. 1; 32.28. Uzoqlashuvchi;
32.29. Uzoqlashuvchi; 32.30. Uzoqlashuvchi; 32.32.2;
32.33. Yagqinlashuvchi; 32.36. 2,545; 32.37.1,748;
32.38.2,996.
33.7.y= C(x+1)e” 33.8. In|x|=C++y% +1

33.9. y(In|x*-1|+C)=1; y=0; y=[in(x*-1)+1]"
33.10. y=2+C cos x, y=2-3 Cos x 33.11. y=(x-C)’, y=0 , y=(x-2)° ; y=0

33.12.%-2=C '*; 33.13.x°=-2y’ln Cy  33.14. % = xC_z; yZ%
33.15. y=xIn |x| + Cx ; 33.16. x+y =Cx’, x=0

33.17. In(x’+y°) =C-2 arctg% 33.18.)°-2=C "”

33.19. z=-Ig (C-10") 33.20. e’ =1+Ce’ 3321.x°+F-2t=C
33.22. x(y-x)=Cy; y=0 33.23.x==%y/InCx, y=0 33.24. y=Ce”"
33.25.y°x’=Cy; y=0 33.26. Sin %: Cx 33.27.  y=Cx’+x’
33.28.y=S8inx + C Cos x 33.29. xy =C-In|x| 33.30. y=Ce* -x*-1
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3331.xy = (x’+C)e™  33.32. y=(2x+1)(c+In|2x+1|)+1
33.33. y =e'(In|x|+C) 33.34. y=x(C+sinx) 33.35. y=C In’x —Inx

1 S ( 0 +C)
34.1.y=x4(?1nx+C)2 342.7,3 7 (305,53
343.7=- 1+ o 344,y =X (Inx+C)  34.5. 3xy’'=C
X

34.6. x*-3x°) +y*=C 34.7.x e”-y’ =C 34.8. 4y Inx + y'=C

x3 5 3 2 1 2
34.9. x+ 5+ —=C 34.10. x=Cy’+y"; y=0 34.11. —=¢e* (C - x)

y Y y

3
34.12.y=§Cosx +C; 34.13.1°=2x" InCx; 34.14. x2+%(x2 - y)/2 =C

34.15.x - y’cos’x = C  34.16.x’+y’Iny -’=C 34.17.x’+1=2(C-2x)siny
35.9. Uzoqlashuvchi; 35.10. Yaqinlashuvchi; 35.11. Yaqinlashuvchi;
35.12. Yaqinlashuvchi;  35.13. Uzoglashuvchi; 35.14. Yqinlashuvchi;

35.15. Uzoqlashuvchi; 35.16. Uzoqlashuvchi;

35.17. Shartli yaqinlashuvchi; 35.18. Uzoqlashuvchi;

35.19. Apsalyut yaqinlashuvchi; 35.20. Shartli yaqinlashuvchi;

35.21.Yaqinlashuvchi; 35.22. Uzoqlashuvchi;

35.23. Uzogqlashuvchi; 35.24. Yaqinlashuvchi;

35.25. Yaqinlashuvchi; 35.26. Yaqinlashuvchi;

35.27. Yaqinlashuvchi; 35.28. Yaqinlashuvchi;

35.29. Yaqinlashuvchi; 35.30. Absalyut yaqinlashuvchi;

35.31. Shartli yaqinlashuvchi; 35.32. Uzoqlashuvchi.

36.2. (-1;1); 36.3. (Lie); 36.4. X £t  36.5. (-ooito0);

e

36.6. (-8;2); 36.7. (0;+); 36.8. (1;+m); 36.9. (—oo;+0);

36.12. ( 1)2,x <1 36.13. arctgx,|x| <1, 36.19. [-3:3);
Y —

36.20. [ -5:45 | 36.21. {-?;73 : 36.22. (—o0;+00);

36.23. (1;2].
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